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Sommario

In questa tesi trattiamo il problema di individuare con tecniche di apprendimento automatico una funzione matematica il più possibile semplice che colga l'andamento di un insieme di dati numerici.

Tradizionalmente, questo può essere svolto tramite l’interpolazione, che però dà come risultato funzioni molto complesse, o tramite la regressione statistica, che però si limita alla sola stima dei parametri di una funzione fornita a priori. La programmazione genetica si avvicina maggiormente al nostro obiettivo, ma, essendo nata per risolvere problemi più generali, non può sfruttare quelle caratteristiche proprie del problema.

Il nostro approccio consiste nel distinguere fra la forma, cioè gli operatori e la loro combinazione, e i parametri, cioè i valori numerici presenti nella funzione. Il motivo di questa separazione è che di solito la funzione che indica il buon adattamento ai dati è continua per variazioni dei parametri, ma non lo è nella forma. Questi due aspetti vengono ottimizzati tramite algoritmi genetici diversi.

Gli algoritmi di ricerca della forma e dei parametri verranno tenuti appositamente semplici. Se così non fosse, i risultati positivi non sarebbero attribuibili direttamente all’approccio provato, ma potrebbero essere il risultato di uno dei due algoritmi. Questa limitazione non permetterà, purtroppo, la risoluzione di problemi complessi.

Vedremo come l’approccio risulta comunque interessante, risolvendo problemi di interpretazione di dati provenienti da fenomeni fisici, identificazione di serie caotiche e risoluzione di alcuni esercizi presenti nei test IQ.

Infine, evidenzieremo in quali punti gli algoritmi di ricerca della forma e dei parametri dovranno essere migliorati per permettere la trattazione di problemi più complessi.
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1 Introduzione

L’analisi dei dati è un aspetto fondamentale dell’analisi scientifica: ha lo scopo di capire come funziona il mondo e verificare se quello che abbiamo intuito sia corretto. In questo lavoro si tratterà di quel passaggio che porta dai dati sperimentali ad un modello matematico, più precisamente a una funzione, e mostreremo come la ricerca separata del tipo di funzione e delle costanti numeriche presenti in essa permetta di poter in parte automatizzare questo processo. Vedremo come sarà possibile utilizzare questa tecnica per identificare funzioni, trovare leggi sperimentali da dati provenienti da fenomeni fisici, identificare alcune serie caotiche e risolvere alcuni problemi presenti nei test IQ.

1.1 Descrizione del problema
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Il problema può essere riassunto come segue: dati una serie di valori, trovare quell’espressione matematica che meglio rappresenta l’andamento dei dati. Questa è una riduzione banale che non mette in luce alcuni aspetti problematici.

Per prima cosa, sappiamo che un polinomio dell’ordine del numero dei punti meno uno passerà per tutti i punti. Il problema sembrerebbe quindi già risolto. Questo approccio, chiamato interpolazione, produce una funzione estremamente complessa, che poco ci aiuta alla comprensione del problema che stiamo trattando. In realtà noi non cerchiamo una funzione qualunque, ma cerchiamo una funzione che abbia carattere di semplicità, o meglio, di interpretabilità.

Un secondo aspetto è che le misure sperimentali comprendono una parte di rumore, che però non si vuole introdurre nel modello. Quindi, l’aderenza troppo stretta ai dati non può essere considerata una virtù del modello.

Un altro aspetto è la definizione stessa di aderenza ai dati. Potremmo pensare alla distanza media dei punti dalla curva, oppure al massimo fra queste distanze. Esistono vari modi per misurare la bontà delle funzioni, metodi che hanno diversi pregi e difetti e possono essere migliori in un’occasione piuttosto che un’altra.

1.2 Approcci tradizionali

Il modo più comune con cui si passa dai dati sperimentali a un modello matematico è attraverso la regressione statistica.

Il ricercatore, basandosi sulle teorie precedenti, o sul suo intuito, formula un modello matematico con dei parametri liberi. Questi parametri, lasciati liberi in quanto non deducibili dalla teoria, vengono stimati attraverso formule analitiche ricavate dalla teoria statistica o con l’aiuto di programmi al calcolatore. Di questi ne esistono un buon numero, ognuno con diverse caratteristiche: alcuni lasciano scegliere solo da un set di modelli prefissati, altri lasciano la possibilità di utilizzare qualsiasi modello; alcuni funzionano solo con modelli che prevedono una sola variabile indipendente, altri permettono di usarne a piacere.

La maggior parte degli approcci, però, si limita alla stima dei parametri, o al più a provare un insieme di modelli predefiniti per verificare quanto ognuno di questi sia idoneo. Questo viene giustificato affermando che la scelta del modello è una scelta critica, che la maggior parte delle volte richiede esperienza e conoscenza del campo che si sta studiando.

Concordiamo con questo ragionamento, però possiamo pensare che se un calcolatore venisse istruito a cercare il modello fra un insieme appositamente generato, sgraverebbe il ricercatore da molto lavoro.

Praticamente in tutti i campi l’approccio rimane quello tratteggiato sopra, ma recentemente, nel campo dell’informatica, si è cercato di affrontare il problema in maniera completamente diversa. Nel 1990 John Koza [Koza, 1990] cominciò ad utilizzare algoritmi genetici per cercare direttamente il modello partendo dai soli dati. Viene generata una serie di funzioni, su cui viene eseguito un test di bontà. Secondo alcune regole viene poi generata un’altra serie di funzioni. Queste regole cercano di premiare quelle funzioni che si sono mostrate migliori, in modo che il prossimo gruppo sia mediamente migliore del precedente, aumentando quindi le probabilità che esista la funzione desiderata in quell’insieme. Questo approccio risulta però molto costoso in termini di potenza richiesta alla macchina.

1.3 L’approccio seguito

Ci limiteremo a considerare il problema in cui il modello cercato coincide con una funzione ad un sol valore di una o più variabili indipendenti. Distinguiamo, poi, fra forma e parametri della funzione. Chiameremo forma il modo con cui operatori matematici (addizione, sottrazione, moltiplicazione…), parametri e variabili sono combinati, e parametri l’insieme dei valori numerici presenti.

In quest’ottica, possiamo notare come la regressione statistica cerchi i parametri una volta fissata la forma, mentre con la programmazione genetica si cerchi sia la forma che i parametri.

Il presente lavoro si basa sulla congettura che forma e parametri possano essere cercati entrambi da un calcolatore, ma sia più vantaggioso farlo con metodologie diverse. Confrontare due funzioni che differiscono solo per il valore dei parametri è più semplice, e fornisce maggiori informazioni su un’eventuale direzione di miglioramento.

Per valutare questo approccio vengono creati un algoritmo di stima dei parametri ed un algoritmo di generazione di forme; questi non saranno caratterizzati da un’eccessiva sofisticazione, in quanto maschererebbe la valutazione dell’approccio seguito. Se, infatti, sviluppassimo un sofisticatissimo algoritmo per la ricerca della forma ed un altro per la ricerca dei parametri, sarebbe difficile imputare il risultato prevalentemente all’oggetto di questa tesi. Potrebbe anche accadere che l’idea della ricerca disgiunta dei due aspetti non sia proficua, ma la bontà dei due algoritmi conduca in ogni modo a risultati soddisfacenti. 

Per questo motivo, non ci aspettiamo un funzionamento ottimo, specialmente nei casi in cui il numero di parametri sia elevato, o che la forma contenga un numero alto di operatori o variabili indipendenti.

Inoltre, vogliamo capire quali siano le possibilità e i limiti di questo approccio, quali siano gli aspetti su cui valga la pena indirizzarci, e quali sia meglio scartare.

Si partirà con l’esposizione delle tecniche più classiche conosciute, l’interpolazione con il polinomio di Newton e la regressione statistica, per passare all’esposizione del lavoro di John Koza sulla programmazione genetica e sulla regressione simbolica. Dopo di che parleremo della libreria che abbiamo sviluppato, dei suoi fondamenti, dei suoi algoritmi, e i test condotti su di essa. Passeremo dunque alle applicazioni che con questa libreria abbiamo affrontato, per poi concludere con le considerazioni sul lavoro svolto e su eventuali sviluppi futuri.

2 Stato dell’arte

2.1 Interpolazione

L’interpolazione consiste nell’individuare una famiglia di funzioni all’interno delle quali ne esista una che possa aderire perfettamente ad una data serie di valori.

[image: image216.png]Ed

Eil

E3

il

15

10

0

E3
Eil
15
10
5
0

35



[image: image217.png]4000

3000

2000

1000

0 180 20 300

i)

Eiil



La più semplice forma di interpolazione che possiamo pensare è una linea spezzata. Questo tipo di interpolazione, però, non restituisce una forma analitica.

2.1.1 Interpolazione polinomiale

Possiamo ricavare un’espressione analitica se ricorriamo ad un polinomio di grado abbastanza elevato.

Prendiamo un polinomio di grado 
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Per imporre il passaggio per 
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 valori assegnati, dovremo scrivere le 
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che possiamo scrivere come
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Questo è un sistema di equazioni lineari, e dall’algebra lineare sappiamo che è risolvibile se la matrice 
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 è invertibile, cioè deve essere quadrata e il suo determinante diverso da 0.

La prima condizione impone che il grado del polinomio sia 
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. Ricordiamo, infatti, che per specificare una retta si deve imporre il passaggio per due punti, per una parabola per tre punti, e così via.

La seconda condizione impone che le condizioni siano linearmente indipendenti. In caso contrario, esistono delle condizioni ridondanti che possono essere eliminate, e di conseguenza il grado del polinomio può essere diminuito.

L’interpolazione differisce in maniera sostanziale da ciò che ci poniamo in questa tesi, e viene qui inclusa per rendere esplicita questa differenza. A noi non interessa una funzione che passi per tutti i punti, ma una che ne colga l’andamento.

Con l’aumentare del numero di valori, l’interpolazione produce un modello sempre più complesso. Questo avviene perché viene incorporata ogni informazione presente nei dati, anche un eventuale rumore. Un buon modello, invece, deve includere solo le componenti del fenomeno che stiamo analizzando.

2.2 Analisi di regressione statistica

In statistica, il problema di ricavare il valore dei parametri di una famiglia di funzioni per cui una certa quantità dipendente dai dati sia resa minima è chiamato analisi di regressione [Lawson Hanson, 1974]. I metodi utilizzati sono di tipo analitico, e quindi si fondano sull’analisi funzionale. Come la maggior parte dei metodi analitici, danno ottimi risultati (formula di risoluzione esatta) in casi in cui le funzioni, specialmente la funzione che esprime la quantità da minimizzare, abbiano un buon comportamento (ossia continuità, derivabilità...).

Regressione è un termine generale che incorpora molte tecniche diverse. A seconda della famiglia di funzioni ed a seconda della quantità da minimizzare si hanno tipi diversi di regressione, con proprietà molto diverse. Cominceremo con la più semplice, più nota, e forse più utilizzata forma di regressione: quella lineare ai minimi quadrati [Wiesberg, 1985].

2.2.1 Regressione lineare ai minimi quadrati
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Questo tipo di regressione si dice lineare, perché la famiglia di funzioni che andremo a considerare è lineare rispetto ai suoi parametri. Viene detta ai minimi quadrati, perché la quantità che andremo a minimizzare è il quadrato della distanza, definita in qualche modo, tra la funzione e i punti dati. Questa quantità viene chiamata residuo, proprio perché è ciò che rimane di non spiegato dalla funzione. Andiamo a descrivere questo processo [Weinstein, 1996].

La quantità da minimizzare per ottenere la curva di migliore aderenza ai dati è la somma delle distanze dei punti dalla funzione. Viene utilizzata la somma dei quadrati invece del loro valore assoluto perché questa permette di ottenere una quantità differenziabile. Dato che utilizziamo i quadrati, però, punti molto distanti possono avere un effetto sproporzionato sul risultato, proprietà che può essere desiderabile o no a seconda del problema che si sta analizzando.

Nella pratica, le distanze verticali dalla linea vengono usate più di frequente delle distanze perpendicolari. Questo permette di incorporare le incertezze sui dati lungo gli assi x ed y in modo semplice, e permette una forma analitica dei parametri ricavati molto più semplice di quella che si otterrebbe nel caso decidessimo di utilizzare una regressione basata sulle distanze perpendicolari. Inoltre, la tecnica può essere generalizzata da una retta a un polinomio, nel caso in cui utilizziamo la regressione basata sulle distanze verticali, cosa non possibile se si utilizzano le distanze perpendicolari. Se il numero dei punti è ragionevolmente alto, la differenza dei risultati ottenuti con le due tecniche è molto piccola.

La tecnica di regressione ai minimi quadrati lineari è la più semplice e più comunemente usata forma di regressione. Infatti, se la relazione funzionale tra le due quantità considerate è conosciuta a meno di una costante addittiva o moltiplicativa, è una pratica comune trasformare i dati in maniera tale che la linea risultante sia proprio una retta. Ad esempio, sapendo che il quadrato del periodo è proporzionale al cubo della distanze, possiamo compiere una regressione lineare fra queste due quantità invece di effettuarne una più complessa tra il semplice periodo e la semplice distanza. Per questa ragione, altre forme standard di regressione, (esponenziale, logaritmica...) sono spesso calcolate esplicitamente. Le formule del fitting ai minimi quadrati sono state derivate indipendentemente da Gauss e da Legendre.

Per dare un’idea più concreta, vediamo subito i risultati di queste tecniche senza entrare nei particolari del calcolo, che comunque sono presenti in appendice.

Utilizzando la regressione lineare ai minimi quadrati delle distanze perpendicolari per una retta 
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in cui 
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 indicano la sommatoria su tutti i valori su cui applicare la regressione. Come si vede, il coefficiente angolare viene trovato risolvendo un’equazione del secondo ordine. Se utilizzassimo per modello un polinomio, otterremmo un’equazione di ordine superiore, il che renderebbe non generalizzabile la procedura in quanto non esiste una formula risolutiva di equazioni di ordine superiore al quarto.

La soluzione utilizzando le distanze verticali risulta molto più semplice, e può essere espressa in forma matriciale:
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Utilizzando un polinomio di grado più alto 
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Un’altra generalizzazione interessante è il caso in cui la funzione è sempre lineare ma su più variabili, cioè 
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Facciamo notare che le variabili 
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 possono essere di qualsiasi tipo. Possono essere anche funzioni non lineari. La famiglia di funzioni
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può essere trattata tramite regressione lineare, in quanto è lineare nei parametri, anche se non è lineare nelle variabili indipendenti.

Se infatti poniamo
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nel caso multivariabile, riotteniamo il caso di un polinomio, e possiamo notare come le due soluzioni siano coincidenti.

2.2.2 Regressione non lineare ai minimi quadrati

Se invece la famiglia di funzioni è non lineare nei parametri, una trattazione analitica completa non è possibile. Nella regressione lineare ai minimi quadrati, l’equazione risolutiva, come abbiamo visto, produce una stima dei parametri in un singolo passaggio. Per la regressione non lineare, però, non è possibile risolvere il problema trovando una stima esplicita per i parametri. Un modello non lineare può essere stimato solo iterativamente, cioè in modo che ad ogni passo la somma dei quadrati degli scarti dalla funzione sia ridotta fino a che il miglioramento non è più possibile [Draper e Smith, 1981 – Ratkowsy, 1983 – Cuthbert, 1987].

Per la regressione non lineare  sono richieste delle stime iniziali per i parametri. Per ciascuna iterazione successiva, i parametri correnti sono usati per costruire la curva e calcolare l’errore. Ad ogni iterazione, i fattori di aggiustamento sono calcolati in modo da aggiornare le stime dei parametri. Questi fattori di aggiustamento sono determinati calcolando le derivate del residuo rispetto ai parametri (per esempio se un piccolo aumento di b riduce il residuo, allora b viene incrementato nella prossima iterazione). Il processo continua iterativamente fino a che il residuo non può essere ridotto ulteriormente, cioè fino a quando non vi è una convergenza.

Un modo per visualizzare il processo è mettersi nello spazio dei parametri. Ad ogni punto viene associato un valore del residuo. Nella figura rappresentiamo le linee per cui l’errore risulta essere lo stesso. La risoluzione del problema vuol dire trovare il punto per cui l’errore è minimo.

Alcuni problemi possono sorgere nel momento in cui alcuni parametri siano correlati. Per esempio, se una relazione lunghezza-massa ha parametri a e b, si potrebbe ottenere lo stesso residuo per un alto valore di a ed un basso valore di b, o per un basso valore di a ed un alto valore di b. In questo caso l’algoritmo avrà dei problemi a localizzare il minimo. Si può spesso capire se l’algoritmo sta avendo delle difficoltà a trovare il minimo se si provano valori di partenza differenti, e il risolutore converge a minimi diversi. Per questa ragione, può essere di aiuto provare condizioni iniziali sia vicine che lontane alla soluzione apparente, per verificare se si giunga allo stesso punto.

Un’altra sorgente di errore (specialmente per modelli con più di 2 o 3 parametri) è quando la superficie manca di un singolo minimo ben definito.

A seconda del valore di partenza, il valore finale dei parametri può essere nell’una o nell’altra regione. Per questa ragione, è importante esaminare un intervallo di valori iniziali (magari usando una griglia). In più, è da notare che il processo di fitting diventa molto più difficile quando il modello ha più di due parametri.

Mostriamo un esempio di procedimento per fare regressione non lineare ai minimi quadrati.

Viene data una serie di 
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 coppie di valori 
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. Viene anche data la forma analitica di una famiglia di funzioni dipendente da 
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[image: image30.wmf]n

 equazioni, sovradimensionato in quanto il numero di equazioni è superiore al numero delle incognite.
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Desideriamo risolvere queste equazioni per ottenere il vettore 
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 che meglio soddisfa questo sistema di equazioni. Prendiamo una stima iniziale dei parametri e quindi definiamo
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Adesso cerchiamo di ottenere una stima linearizzata dei cambiamenti 
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per 
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dove 
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 è la matrice 
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In forma matriciale scriviamo
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 è un vettore con k componenti. Applicando la matrice trasposta di 
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 ad ambo i membri si ha
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Definiamo
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in termini delle note quantità 
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può essere risolta per 
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 usando le operazioni e le tecniche standard dell’algebra lineare. Questo sfasamento viene applicato a 
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 viene calcolato. Applicando iterativamente questa procedura fino a che gli elementi di 
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 sono diventati più piccoli di un limite prescritto, viene ottenuta una soluzione. Notiamo che questa procedura può non convergere molto bene per alcune funzioni, e anche che la convergenza è spesso migliorata notevolmente se vengono scelti valori dei parametri vicini al valore ottimo.

2.2.3 Commenti sull’analisi di regressione

La regressione di tipo lineare risulta molto potente, in quanto è possibile ricavare una formula esplicita, ma risulta vincolata alla scelta del tipo di funzione errore che consideriamo. Come vedremo più avanti, saremo interessati a provarne diversi tipi, ed alcuni di questi non sono trattabili agevolmente analiticamente, ad esempio per far seguire la funzione uniformemente ai dati, si può pensare di scegliere come errore il massimo scarto fra la funzione ed i punti.

La regressione non lineare, invece, limita allo stesso modo la scelta del residuo, senza darci il grande vantaggio di una formula risolutiva.

La limitazione sulla funzione che misura la bontà della regressione viene vista per questo lavoro una limitazione troppo grande. Infatti, vorremmo poter aggiungere una parte dipendente dalla complessità della funzione, dato che un’altra dimensione di giudizio sarà la semplicità del modello. L’abbandono di tecniche tradizionali che, anche se non in generale, si rivelano buone viene fatto a malincuore.

L’analisi di regressione statistica verrà presa come confronto nei casi più semplici. Infatti richiederemo che l’algoritmo ritrovi gli stessi risultati per quanto riguarda la stima dei parametri per la regressione lineare. Il confronto con l’analisi di regressione non lineare, invece, si limiterà ad una breve analisi sul comportamento dell’algoritmo su quei problemi già incontrati da questo tipo di tecnica.

2.3 Programmazione genetica

Un approccio diverso viene proposto da John Koza nel 1990 [Koza, 1990]. Nel suo lavoro “Genetic programming: a paradigm for genetically breeding populations of computer programs to solve problems” descrive come molti problemi di intelligenza artificiale, elaborazione simbolica e apprendimento automatico possono essere visti come la richiesta di un programma per calcolatore che restituisca dei risultati desiderati a fronte di particolari richieste. Tra questi problemi tratta l’identificazione di funzioni simboliche in varie forme: regressione simbolica, scoperta empirica, integrazione e differenziazione simbolica attraverso valori numerici.

2.3.1 Algoritmi genetici

La programmazione genetica è una tecnica di programmazione che si pone l’obiettivo di trovare un programma per calcolatore, che possa risolvere un problema dato, utilizzando algoritmi genetici, cioè un algoritmo di ottimizzazione che prende spunto dalla teoria Darwiniana di selezione della specie.

In un algoritmo genetico [Holland, 1975 – Goldberg, 1989] si cerca di risolvere il problema di trovare un elemento di una classe che massimizza un certo criterio di valutazione. In analogia con il processo di evoluzione, ogni elemento viene chiamato individuo, e viene preparato un insieme di individui chiamato popolazione. Nel passo successivo si dovrà creare un’altra generazione della popolazione, in modo che sia migliore della precedente. Per far questo, si definiscono degli operatori da applicare sui diversi individui. Quello più caratteristico è la riproduzione in base alla fitness, cioè in base a quanto l’individuo sia migliore secondo il criterio di valutazione, simulando il concetto darwiniano per cui gli individui più adatti all’ambiente hanno più probabilità di riprodursi. Si avrà anche un operatore di crossover fra due individui, cioè la creazione di un nuovo individuo a partire da due in modo che il risultante abbia alcune caratteristiche di entrambi, prendendo spunto dalla riproduzione sessuata. Un altro operatore tipico è l’operatore di mutazione, che inserisce una mutazione casuale, in modo da rendere più ricco lo spettro della ricerca.

2.3.2 Operatori genetici

Nel lavoro di Koza, gli individui possono essere anche funzioni matematiche, le quali vengono definite da strutture ad albero. Gli operatori matematici utilizzabili possono essere scelti caso per caso. Gli operatori genetici, invece, sono i seguenti:

· Riproduzione proporzionale alla fitness: come abbiamo accennato, questo vuol dire che gli individui migliori di una popolazione avranno nella generazione successiva più individui da essi generati. Koza sostiene che questo è sia il punto di forza che il punto di debolezza degli algoritmi genetici. Punto di forza perché permette la convergenza, e punto di debolezza perché porta facilmente la popolazione ad evolvere in un minimo locale, da lui chiamato nicchia.

· Crossover: da due funzioni ne viene generata una terza sostituendo un sotto-albero della prima con un sotto-albero della seconda.

· Mutazione: da una funzione ne viene generata un’altra sostituendo un sotto-albero con uno generato casualmente.

· Semplificazione: applicato appena una popolazione viene formata, semplifica la funzione matematica. Questo operatore non ha nessuna influenza sul comportamento dell’algoritmo in termini di convergenza. Viene introdotto puramente per aumentare la velocità di calcolo delle funzioni.

· Definizione di un blocco fondamentale: un sotto-albero della funzione viene definito come blocco fondamentale, e può essere utilizzato per costruire altre funzioni più complesse.

Il prototipo di Koza è stato scritto in LISP, ed è stato eseguito su macchine LISP.

2.3.3 Osservazioni

Koza ha voluto sviluppare uno schema nel quale sia risolvibile un numero enorme di problemi, tra cui quello che affrontiamo in questa tesi. In questo schema, le costanti vengono trattate allo stesso modo degli altri operatori. Per una loro variazione, ci si aspetta, ad esempio, che l’operazione di mutazione introduca una somma (o una sottrazione, un prodotto...) con un’altra costante. A nostro giudizio, questo approccio introduce molte difficoltà nei tempi di convergenza dell’algoritmo.

In più, esiste una altro problema. Koza stesso nota come il suo algoritmo tenda ad una convergenza prematura (cade, in altre parole, in minimi locali). Afferma che questo è da considerarsi “un aspetto inerente della programmazione genetica piuttosto che un problema da curare tentando di alterare la natura fondamentale dell’algoritmo”. Paragona questo risultato al mondo naturale, affermando che anche lì popolazioni tendono a convergenze premature (nicchie biologiche), ma più popolazioni separate vengono fatte evolvere, aumentando in questo modo la probabilità di trovare un ottimo globale. A nostro modo di vedere, esiste un altro problema, che dipende dal tipo di popolazione che stiamo considerando.

Abbiamo visto precedentemente come un polinomio di grado elevato possa comunque passare per i valori dati. Possiamo pensare anche ad altre categorie di funzioni (come somme di seni e coseni...) che, rese abbastanza complesse, potranno avere la stessa caratteristica. È abbastanza plausibile supporre che più una funzione sia complessa, più parametri ci siano da aggiustare, più variabili indipendenti ci siano da combinare, più è probabile che questa possa seguire l’andamento dei dati. Nel mondo della fisica, infatti, già modelli con un numero di parametri superiori a dieci sono visti con grande sospetto.

 Ci aspetteremo, se la funzione di fitness è la pura aderenza ai dati, che la complessità degli individui andrà salendo di generazione in generazione. Ammettendo che la funzione che cerchiamo sia semplice, se questa non viene trovata nelle prime iterazioni, difficilmente sarà trovata successivamente.

Un altro problema dell’approccio di Koza è il tempo di risposta. Ad esempio, per il riconoscimento della serie di Fibonacci (in cui ogni numero è la somma dei due precedenti) si richiedono in media, come riportato nel sopra menzionato lavoro, 19 esecuzioni dell’algoritmo (per evitare le convergenze premature) di 12 minuti ognuna, per un totale di 228 minuti. Alcuni casi arrivano a più di 3000 minuti. Precisiamo, però, che questo lavoro risale al 1990; se fosse attualizzato ci aspetteremmo una risposta migliore in termini di tempi.

Gli operatori genetici introdotti da Koza appaiono molto interessanti, ma non verranno introdotti nel nostro lavoro. Vogliamo, infatti, valutare solamente quanto sia vantaggioso cercare forma e parametri separatamente. Si può pensare che i suddetti operatori possano venire utilizzati per il miglioramento dell’algoritmo di ricerca della forma in un lavoro successivo.

3 Analisi del problema

3.1 Forma e parametri della funzione

La seguente considerazione sta alla base del funzionamento dell’algoritmo. 

Supponiamo dati una funzione y=f(x), ad esempio 3x, un insieme di punti P=(y,x), ed una funzione residuo R(f, P), che valuti in qualche modo l’errore che si commette ad utilizzare la funzione come generatrice dei punti, ad esempio i minimi quadrati. Vediamo come varia il residuo al variare della funzione.

Se facciamo solo una piccola variazione ai parametri della funzione, ad esempio 3,00001x, ci aspettiamo che l’andamento della funzione sia abbastanza simile, e quindi che la variazione del residuo sia anch’essa piccola. In altre parole, la funzione residuo è supposta continua al variare dei parametri.

Se facciamo una variazione alla forma della funzione, non abbiamo idea di cosa aspettarci. Se prendiamo 3x abbiamo effettuato una piccolissima variazione alla funzione, cioè cambiato un operatore da prodotto a potenza, ma la funzione cambia notevolmente. Si potrebbe fare l’osservazione che se cambiassimo 3x in 3+x il cambiamento è più piccolo: abbiamo ancora una retta. Potremmo cercare delle regole per cui alcuni cambiamenti risultano più o meno piccoli, ma per far questo esistono due problemi fondamentali.

Il primo è che non possiamo considerare il problema senza essere costretti ad includere il modo in cui si calcola il residuo. Infatti, supponiamo anche che la funzione residuo non cambi, ma che cambino solamente i punti: due funzioni possono apparire molto simili in un intervallo, ma molto diverse in un altro. Ad esempio ex ed x+1 sono molto simili vicino ad x=0, ma molto diverse da tutte le altri parti. Notiamo, invece, che se variamo solo i parametri di poco, ci aspettiamo solo un piccolo cambiamento per qualunque insieme di punti, e per qualunque funzione residuo che riterremmo ragionevole. La nozione di piccola variazione della forma della funzione dovrebbe essere dipendente dal tipo di residuo. La trattazione di questo problema va al di fuori dello scopo di questa tesi. 

Il secondo, e forse più grave, è la definizione stessa di piccola variazione. Quando usiamo la rappresentazione algebrica (variabile, parametro, +, -, *, /, exp(), log()) una modifica alla forma comporta una variazione discreta, per cui non possiamo farla piccola a piacere. In più la variazione non è affatto piccola per se, ma è piccola la variazione nella nostra rappresentazione. In altre parole, x+x ed x*x non sono affatto vicine: passano per lo stesso punto solo due volte, hanno asintoti diversi, per x che tende a meno infinito vanno in direzioni opposte. È la nostra scrittura che le rende più vicine di quanto siano i loro andamenti.

Possiamo pensare ad uno spazio continuo delle funzioni? Cioè uno spazio in cui possiamo passare da una funzione qualsiasi all’altra gradualmente? Riusciamo almeno a fare un esempio?

Pensiamo alla trasformata di Fourier. Possiamo scrivere quasi tutte le funzioni, cioè quelle discontinue al più in un infinità numerabile di punti, come somma di seni e coseni con diverse ampiezze. A questo punto la forma della funzione è inclusa nel vettore dei parametri. Infatti, non esiste più la differenza tra forma e parametri. Come abbiamo visto prima, i parametri non creano problemi. Se utilizzassimo questa rappresentazione potremmo passare sempre in modo continuo da una funzione all’altra.

Ovviamente, come molte belle soluzioni, è impraticabile. I seni e coseni sono infiniti nella trasformata, e, comunque, noi continuiamo a preferire f(x)=x invece di una serie infinita di seni e coseni. Preferiamo la rappresentazione algebrica.

Potremmo pensare che esistano altri spazi di funzioni in cui possiamo avere le due cose: continuità della funzione errore al variare delle funzioni, e significatività della rappresentazione. Magari operare per la ricerca in uno spazio, e poi convertire in quello algebrico. È facile capire che questo sarebbe un lavoro di teoria matematica che va al di là degli scopi di questa tesi.

Allo stato attuale, quindi, la variazione dell’errore è continua se effettuiamo una variazione dei parametri, non continua per una variazione della forma. I due problemi sono per natura diversi, ed è quindi più proficuo avere diversi approcci. La ricerca dei parametri è una ricerca di un minimo di una funzione almeno continua a tratti. La ricerca della forma sarà più simile ad una ricerca ampia, utilizzando delle euristiche per limitare lo spazio di ricerca.

3.2 Residui

Le funzioni residuo, come abbiamo detto, servono a indicare se la funzione stia seguendo o meno l’andamento dei dati.

Come avevamo visto nell’analisi statistica, una funzione molto usata è il quadrato delle distanze
. Date 
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 coppie di valori si ha:
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Ci piacerebbe studiare cosa accade utilizzando diversi residui. Ad esempio, richiedendo all’algoritmo di funzionare anche con residui non derivabili, potremmo utilizzare direttamente la somma delle distanze
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Possiamo anche utilizzare lo scarto quadratico medio
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Un’altra opzione interessante è di forzare la funzione a seguire uniformemente i dati, scegliendo come residuo la massima distanza da un valore.
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In caso di misure senza rumore, tutte queste funzioni danno lo stesso risultato. Infatti, se la funzione è corretta, 
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, portando a zero tutti i residui indicati. In presenza di rumore, invece, il residuo contiene delle assunzioni sul tipo di rumore del sistema studiato.

Supponiamo di avere una barra di metallo, e di voler misurare la sua lunghezza e la sua resistenza elettrica al variare della temperatura. Utilizzando un righello come strumento di misura, avremo un errore pari alla risoluzione del righello, ad esempio (0,5mm. Utilizzando uno strumento elettronico per la resistenza elettrica, invece, otterremo un errore che è una percentuale della misura, ad esempio (1%.

Supponiamo che le leggi da trovare siano note, e di voler stimare i parametri. Utilizzare il minimo della somma delle distanze andrà bene per la lunghezza, ma non per la resistenza. Questo processo tenderà ad eguagliare la distanza media dei valori dalla funzione, ma, date le caratteristiche dell’errore, i valori più alti dovrebbero avere una distanza media dalla funzione maggiore. Nel secondo caso potremmo richiedere che il rapporto medio fra il valore generato dal modello e quello misurato sia il più vicino possibile ad 1. Cioé potremmo porre come funzione residuo
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3.3 Semplicità ed accuratezza

Fino ad ora abbiamo parlato di sola aderenza ai dati, ma abbiamo già spiegato come questa non può essere il solo criterio di valutazione. Abbiamo già detto che l’interpolazione attraverso un polinomio fornisce una funzione molto accurata, ma che questo non era lo scopo di questo lavoro. Vogliamo una funzione che colga l’andamento dei dati, senza essere troppo influenzata dal rumore se presente, e che sia facile da interpretare.

3.3.1 Effetti del rumore

L’influenza del rumore comincia a introdurre aspetti problematici, quale la mancanza di una soluzione unica. Cosa interpretiamo come rumore e cosa come segnale?

A rigor di logica, se la nostra osservazione è generata da una funzione 
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, cioè da una funzione deterministica e da un rumore additivo, sarà possibile trovare una nuova funzione 
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 che abbia migliore aderenza ai dati. Cioè parte del rumore viene incluso nel nostro modello.

Nella pratica, però, noi possiamo sapere quale sia l’intervallo di confidenza delle nostre osservazioni. Se un determinato comportamento osservato risulta al di sotto della risoluzione del nostro apparato sperimentale, non tenteremo di includerlo nel nostro modello. Se avessimo misurazioni con diversi intervalli di confidenza, potremmo forzare un passaggio più stretto alle misure più precise, e più lasco alle misure più lontane. Questo primo approccio, pur essendo una strada interessante,  non è stato seguito per la difficoltà di trovare misurazioni del tipo descritto.

Esiste, però, un altro approccio molto interessante. Alcune volte, quando si sta studiando un fenomeno troppo complesso in cui entrano in gioco molti fattori, è più proficuo concentrarsi su un andamento generale piuttosto che cercare una piena aderenza. Galileo, ad esempio, nei suoi studi sul moto, ragionava su un mondo astratto in cui non esisteva l’attrito. I suoi esperimenti cercavano di rendere piccola la componente introdotta da questo, ma non è possibile eliminarla. La legge trovata da Boyle, in cui il prodotto volume*pressione rimane costante, si basa sull’idea di gas ideale. La sua legge, quindi, non può aderire perfettamente ai dati sperimentali, data la non esistenza di un gas ideale, ma risulta fondamentale per la comprensione di quelli reali, e il conseguente sviluppo di modelli più precisi.

Se vogliamo capire un fenomeno, è importante prima capire gli andamenti principali, e per questo abbiamo bisogno di un modello semplice. Un’interpolazione dei dati fornisce la massima aderenza ai dati, ma è completamente inutile per aiutarci a capire cosa succede. Questo sarà l’approccio seguito nel momento che vorremo richiedere una funzione semplice.

La semplicità di una funzione, però, non è un criterio oggettivo, ma cambierà di caso in caso. Possiamo fare, però, alcune considerazioni generali.

La funzione 
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 nell’intorno di –1 è simile a 
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. Se i dati sono sufficientemente limitati in quell’intervallo, ovviamente tutte e due le funzioni danno una buona aderenza ai dati. Molto probabilmente sceglieremmo la seconda, perché la riteniamo molto più semplice della prima.

La stessa operazione di semplificazione matematica è un processo che porta ad una forma più semplice e compatta una funzione. Ad esempio, può ridurre il numero di operatori, come in
[image: image70.wmf]x

x

=

1

1

, oppure introdurre costanti per ridurre il numero di variabili, 
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Potremmo affermare, ad esempio, che una rappresentazione con meno variabili, e con meno operatori è preferibile, in quanto aumenta la leggibilità e la comprensibilità della funzione.

3.3.2 Funzione di valutazione completa

Qualunque sia l’approccio scelto per determinare come considerare la complessità delle funzioni, ci serve un metodo per poter introdurre questa valutazione nella funzione che utilizzeremo per giudicare le funzioni ottenute.

L’idea è di creare una funzione di fitness che abbia una parte dipendente dall’andamento della funzione rispetto ai dati, il residuo, ed un’altra dalla sua complessità. Più l’aderenza ai dati cresce, più la prima parte diminuisce. Più la complessità della funzione cresce, più la seconda parte aumenta.
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Così facendo, nel passare da una funzione semplice ad una più complessa, deve esistere almeno un guadagno in termini di aderenza pari all’aumento della funzione che valuta la complessità. In questo modo, si ha dato un significato preciso alla complessità: esprime qual’è il limite minimo che richiediamo all’aderenza ai dati per permettere l’uso di quella funzione.

4 Descrizione dell’algoritmo

In questo capitolo descriveremo dettagliatamente l’algoritmo, spiegandone le idee su cui si poggia e descrivendone il funzionamento. Prima di entrare nei dettagli, descriveremo le strutture dati su cui opera e forniremo uno sguardo d’insieme.

4.1 Strutture dati

Scopo dell’algoritmo è trovare una funzione, quindi l’algoritmo dovrà operare principalmente su queste. Descriviamo, quindi, come queste vengano rappresentate nel nostro lavoro.

Utilizzeremo una descrizione ad albero, dove gli operatori saranno rappresentati dai rami e i parametri dalle foglie. Possiamo utilizzare la BNF per darne una definizione formale.

<Albero>::=
<operando>|<operatore unario><operando>|
<operatore binario><operando><operando>

<operatore unario>::=sin|cos|exp

<operatore binario>::=+|-|*|/|^

<operando>::=<parametro>|<variabile>

Gli operatori unari sono il seno, il coseno e l’esponenziale, mentre gli operatori binari sono la somma, la differenza, il prodotto, la divisione e l’elevamento a potenza. L’operatore in cima all’albero, cioè l’unico che non appartiene ad un operando di un altro operatore, viene chiamato radice.

In questo modo è possibile rappresentare le funzioni algebriche, come viene fatto in figura 4-1, ma dovremo poter maneggiare queste funzioni, creando, ad esempio, funzioni più complesse da funzioni di partenza. Notiamo che gli operandi di un qualsiasi operatore possono essere considerati loro stessi radici di altri alberi, che chiameremo sotto-alberi proprio perché parte di una struttura più grossa.

Un sotto-albero, quindi, può essere estratto da una funzione, dando come risultato un’altra funzione parte della prima. Viceversa, due alberi potranno essere riuniti a formare, insieme ad un nuovo operatore binario, un albero più grande. Con queste operazioni saremo liberi di smontare e rimontare gli alberi nei modi che ci saranno più congeniali.

Combinando di volta in volta due funzioni con un nuovo operatore binario, si ha un albero sempre più grande. Una caratteristica che misura le dimensioni di un albero è la sua profondità, cioè il numero massimo di operatori e operandi che incontriamo partendo dalla radice ed arrivando ad una foglia. Questa caratteristica sarà importante dato che, per ragioni che vedremo in seguito, ci interesserà limitarci a lavorare con funzioni semplici, e la profondità verrà presa come un indicatore della semplicità della funzione.

 Abbiamo già accennato, e vedremo più precisamente in seguito, che l’algoritmo vuole separare la ricerca della forma dalla ricerca dei parametri di una funzione. In questa rappresentazione, la forma costituisce la struttura dell’albero, e i suoi membri, cioè come operatori, parametri e variabili sono connessi fra di loro. La ricerca dei parametri, invece, consiste nel trovare per quali valori numerici la funzione risulta migliore per il criterio di valutazione.

4.2 Criterio di valutazione

Il criterio di valutazione è affidato ad una funzione di valutazione costruita nel modo descritto nel capitolo precedente. Data una funzione, il criterio restituisce un valore che esprime quanto la funzione non sia adatta a interpretare i dati. Il valore minimo, zero, esprime il perfetto riconoscimento della funzione.

Notiamo come l’intero meccanismo di valutazione sia in questo modo nascosto all’algoritmo, dato che l’algoritmo funzionerà esattamente allo stesso modo nel momento in cui i valori restituiti dalla funzione di valutazione siano gli stessi. L’unico processo dipendente dai dati, quindi, è la produzione di questo valore. Sia che abbiamo una serie di 10 o 1000 valori sperimentali, l’algoritmo vedrà solamente il valore calcolato dalla funzione di valutazione.

Possiamo concludere che, a parità di modello, la complessità dell’algoritmo in funzione del numero dei valori sperimentali da interpretare si riduce alla complessità della funzione di valutazione. Le funzioni residuo che abbiamo descritto nel capitolo precedente sono tutte lineari.

4.3 Algoritmo principale

L’idea di base è di utilizzare un algoritmo genetico con due famiglie di operatori, una si occupa della forma, l’altra si occupa dei parametri. Gli operatori sulla forma si preoccuperanno di creare delle famiglie di funzioni, dove per famiglie si intendono delle funzioni che presentano dei parametri (ad esempio 
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). Gli operatori sui parametri provvederanno a cercare il valore di questi per cui si ha la maggior aderenza ai dati.

Dividiamo l’algoritmo in quattro passi fondamentali

1. Inizializzazione

2. Parametrizzazione

3. Valutazione e confronto con la condizione di terminazione

4. Costruzione della nuova generazione e ritorno al passo 2

Nella fase di inizializzazione, viene creata una popolazione di famiglie di funzioni generate casualmente. Alcuni parametri dell’algoritmo potranno essere impostati per cambiare alcune caratteristiche della popolazione iniziali.

Nella fase di parametrizzazione viene utilizzato un operatore sui parametri, con il quale si cerca di trovare valori dei parametri più vicini possibili all’ottimo per le famiglie in esame. Questo operatore è molto complesso, ed è realizzato attraverso altri due algoritmi genetici.

Nella fase di valutazione vengono selezionate quali famiglie rimarranno nella popolazione successiva, e viene controllato se la condizione di uscita risulta verificata. Far sopravvivere alcuni individui è necessario in quanto l’operatore sui parametri non trova la migliore parametrizzazione immediatamente, ma deve essere applicato più volte fino a che non è avvenuta una convergenza. Le condizioni di uscita possono essere varie, come il superamento di una certa soglia del criterio di valutazione, o l’avvenuta esecuzione di un certo numero di iterazioni dell’algoritmo.

Nella fase di generazione della nuova famiglia, vengono applicati sui sopravvissuti gli operatori sulla forma, con cui viene generata la nuova popolazione di famiglie.

Andiamo a descrivere le varie fasi in maggior dettaglio.

4.4 Inizializzazione

In questa fase la popolazione viene inizializzata con delle famiglie costruite casualmente. Viene quindi definito un’operatore di costruzione casuale che servirà per inizializzare la popolazione, ma anche per introdurre individui nelle generazioni successive.

4.4.1 Operatore di generazione casuale

Questo operatore si basa su di un algoritmo che costruisce una funzione casuale una volta forniti tre parametri: la profondità, il numero di esponenziali e di seni. L’operatore decide questi tre parametri seconda tre distribuzioni uniformi, i cui massimi sono tre parametri dell’algoritmo. Ad esempio, le funzioni saranno profonde da 1 a 5 livelli, avranno da 0 a 2 seni, da 0 a 1 esponenziale.

Aumentando il livello massimo, si avranno delle funzioni più complesse già in partenza, ma è comunque meglio partire da funzioni più semplici, e lasciare che funzioni più complesse vengano introdotte successivamente. Come abbiamo già accennato, le funzioni che presentano un maggior numero di parametri hanno una probabilità maggiore di adattamento ai dati, e per questo le popolazioni tendono a evolvere da meno complesse a più complesse. Partire già da popolazioni complesse potrebbe impedire l’esplorazione di funzioni semplici, e quindi il mancato riconoscimento della funzione.  

I parametri riguardanti il numero dei seni e il numero degli esponenziali è consigliabile impostarli a zero nel caso già si conosce che non compariranno nella soluzione del problema. Altrimetti possono essere lasciati ad 1, loro valore predefinito.

4.4.2 Algoritmo di generazione casuale

Abbiamo parlato di un algoritmo di generazione casuale di funzioni mentre descrivevamo l’operatore di generazione casuale. Gli dedichiamo un paragrafo separato in quanto su questo algoritmo si basa un’altro operatore, quello di imitazione, di cui parleremo più avanti.

È un algoritmo ricorsivo che costruisce una funzione casualmente, data la profondità ed il numero di funzioni trascendenti. È ricorsivo in quanto costruisce una funzione più complessa partendo da quelle più semplici, aggiungendo un solo operatore.

Descriviamo il suo funzionamento, tralasciando come avvengano le scelte casuali, che appesantirebbero la descrizione.

Parametri: P:=profondità dell’albero, S:=numero di seni, E:=numero di esponenziali

Base della ricorsione

1. In caso P sia 1, scegliere fra un parametro o una variabile indipendente e terminare.

Ricorsione

2. Scegliere se utilizzare un seno, un esponenziale od un operatore algebrico

3. Se P è 2, ed una funzione trascendente è richiesta, scegliere il seno o l’esponenziale

4. A seconda della funzione scelta, eseguire

a. Nel caso di un seno, applicare il seno su una funzione generata casualmente con profondità P-1, S-1 seni e E esponenziali

b. Nel caso di un esponenziale, applicare l’esponenziale su una funzione generata casualmente con profondità P-1, S-1 seni e E esponenziali

c. Nel caso di operatore algebrico, scegliere quale (+, -, *, /, ^k). Combinare una o due funzioni generate casualmente, con almeno una di profondità P-1.

Le scelte sono fatte casualmente tramite distribuzioni di probabilità modificabili tramite alcuni parametri dell’algoritmo. Per la scelta dell’operatore algebrico, ad esempio, la distribuzione di probabilità predefinita è

	Operatore
	Probabilità

	+
	50%

	-
	10%

	*
	30%

	/
	3%

	^k
	7%


La scelta, quindi, si orienterà la metà dei casi verso l’addizione, un caso su dieci verso la sottrazione, e così via. Notiamo che l’operatore elevamento a potenza viene introdotto solo come elevamento per una costante. L’elevamento per una variabile è introdotto tramite la funzione esponenziale. L’esponenziale ha un impatto molto diversi sull’errore, ed è per questo che viene trattato differentemente, come viene fatto per il seno. Introdurre l’elevamento ad una funzione qualunque annullerebbe gli effetti di questo speciale trattamento. 

4.4.3 Considerazioni sulla complessità

Cerchiamo di fare delle considerazioni sulla complessità dell’operatore di ricerca casuale. Tralasciamo una trattazione completa, dato che non stiamo calcolando la complessità di tutto l’algoritmo, ma di una parte che si integrerà con il resto.

Per far questo, vediamo come varia la probabilità di trovare la funzione esatta all’aumentare della profondità dell’albero. Per prima cosa, dobbiamo notare che una stessa funzione può essere scritta in forma più o meno ridondante (
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). Possiamo, ad esempio, sostituire ad ogni foglia un sotto-albero dove sommiamo la foglia ad un parametro. Trovare il primo o il secondo albero non cambia dal punto di vista della soluzione, per cui possiamo semplificare il problema dicendo che troveremo solo quelle funzioni che abbiano un albero completo, cioè per cui il numero di rami incontrati partendo dalla radice per arrivare alle foglie è sempre lo stesso.

A questo punto vediamo come aumenta il numero degli alberi completi con l’aumentare della profondità.

Se abbiamo 
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 ed 
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 operandi finali, abbiamo che per gli alberi di livello uno si hanno 
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 operatori con una coppia di due operandi scelti tra 
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. Per scendere di un livello, possiamo pensare che ad ogni operatore finale, possiamo sostituire un operatore con relativa coppia di operandi. Per ogni 
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Avremo quindi
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Possiamo generalizzare questa serie, oppure possiamo fare un’altra considerazione. Detto 
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 il numero di livelli, le foglie finali dell’albero saranno 
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. Tenendo conto che ogni biforcazione ed ogni foglia vanno scelte abbiamo 
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. Se questa funzione fosse esatta, anche un problema con un albero di quattro livelli sarebbe intrattabile. Come abbiamo già fatto notare, esistono molti modi ridondanti per rappresentare la stessa funzione. Se scambiamo gli operandi di una qualsiasi somma o prodotto, otteniamo la stessa funzione. Se pensiamo ad un albero fatto di sole somme, potremmo sostituirlo sempre con un albero rappresentante una retta. Un albero di soli parametri equivale ad un parametro.

Tutte queste ridondanze sono connesse alle proprietà degli operatori, come la commutazione, il fatto che alcuni operatori siano sostituibili da altri, o che un operatore che abbia due parametri come operandi possa essere sostituito da un parametro. Il numero delle proprietà cresce anch’esso molto velocemente. Il calcolo preciso sarebbe troppo complesso, ma è ragionevole ritenere che avremo comunque una complessità del tipo 
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, cioè polinomiale all’aumentare di 
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. In questo lavoro, pertanto, ci limiteremo a funzioni semplici, e lasceremo il problema di trattare funzioni di una complessità arbitraria per un altro lavoro.

4.5 Parametrizzazione

La fase seguente consiste nella ricerca della migliore parametrizzazione.

Ogni parametrizzazione può essere pensata come un punto nello spazio dei parametri, per cui il problema è di localizzare quel punto per cui la funzione di fitness è minima.

Come abbiamo già detto, tutti gli aspetti di questo problema vengono inclusi nell’operatore di parametrizzazione. Questo, applicato ad una famiglia, cerca di migliorare la parametrizzazione corrente, esplorando opportunamente lo spazio dei parametri.

Data la complessità del problema, quest’operatore si basa su due algoritmi genetici sottostanti. Il primo tratta la risoluzione del problema della ricerca dei minimi locali, mentre il secondo tratta la ricerca dei minimi globali. L’operatore di parametrizzazione, quindi, è l’esecuzione di un certo numero di iterazioni dell’algoritmo della ricerca dei minimi globali. Questo si baserà sulla ricerca dei minimi locali.

4.5.1 Algoritmo dei minimi locali

Partiamo dal problema più semplice: vengono date una funzione di valutazione delle funzioni trovate, una famiglia di funzioni, ed una parametrizzazione iniziale. Il compito dell’algoritmo è di cercare di migliorare la parametrizzazione partendo da quel punto.

Per fare questo, abbiamo definito due operatori. Il primo, quello di mutazione gaussiana, crea una parametrizzazione nell’intorno di una data. Al secondo, invece, diamo un punto di partenza ed una direzione da esplorare nello spazio dei parametri, e questo controllerà se esistano parametrizzazioni migliori lungo questa direzione.

I passi dell’algoritmo dei minimi locali sono:

1. Crea la popolazione applicando l’operatore di mutazione gaussiana alla migliore parametrizzazione corrente

2. Se non viene trovata una parametrizzazione migliore, ritorna al passo 1

3. Se viene trovata una parametrizzazione migliore, esegui la ricerca sulla direzione in cui la funzione è migliorata

4. Ritorna al passo 1

Si hanno prestazioni migliori se la popolazione viene tenuta ad un individuo, vediamone il  perché. Alla fine di ogni iterazione, manteniamo solo la parametrizzazione migliore, in quanto vogliamo che questo algoritmo si preoccupi della sola convergenza locale. Dopo un’iterazione, quindi, non cambia se abbiamo provato una o più funzioni, conta solo se abbiamo trovato una funzione migliore di prima. L’algoritmo procede meglio se ogni funzione che viene provata ha una maggiore probabilità di essere scelta come funzione migliore. Chiamiamo 
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 la probabilità di migliorare la funzione di partenza con una operazione di mutazione. Se abbiamo una popolazione unitaria, l’individuo avrà probabilità 
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 di essere scelto, ma se abbiamo una popolazione di 
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, ogni individuo avrà probabilità 
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di migliorare la funzione data, e probabilità ancora più bassa di essere scelto.

Nel caso di funzioni lineari, l’algoritmo così descritto ottiene gli stessi risultati della regressione lineare, con il vantaggio che possiamo utilizzare una funzione residuo arbitraria. La convergenza è rallentata, come è possibile immaginarsi, dal numero dei parametri presenti, ma anche dal modo in cui appaiono nella funzione. Ad esempio la funzione 
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 converge molto più velocemente della funzione 
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. Le non linearità introducono ritardi alla convergenza, probabilmente per gli stessi problemi che introducono difficoltà nella regressione non lineare.

L’algoritmo dei minimi locali verrà utilizzato come operatore di mutazione nell’algoritmo dei minimi globali.

4.5.2 Operatore mutazione gaussiana

Viene definito un operatore di mutazione che genera un’altra funzione vicina alla precedente, basandosi su considerazioni statistiche. Mutare una funzione, in questo caso, vuol dire prendere un punto nello spazio dei parametri vicino a quello di partenza. La distanza fra questi dovrà essere funzione del residuo nel punto di partenza: da un residuo maggiore ci aspettiamo che la miglior parametrizzazione sia più distante, e perciò di dover spostarci di più nello spazio dei parametri.

Per ottenere questa proprietà, immaginiamo una densità di probabilità gaussiana centrata nel punto di partenza, e con una varianza collegata al residuo.

Questa distribuzione non potrà essere simmetrica su tutti i parametri, dato che il residuo dipenderà in modo più o meno forte dai vari parametri. Dobbiamo quindi effettuare una piccola analisi di sensitività, che ci permette di adattare le varianze sulle varie dimensioni dello spazio. Facciamo una piccola variazione su ogni parametro e calcoliamo il rapporto tra la variazione del parametro e la variazione del residuo. Moltiplicando questo rapporto per il residuo, si ha una previsione della variazione da compiere sul parametro per cui il residuo vada a zero.

Ricordiamo che la radice della varianza esprime di quanto mediamente la variabile casuale si allontanerà dal valor medio. Se poniamo questo valore uguale alla predizione che abbiamo ricavato dall’analisi di sensibilità, otteniamo una distribuzione guassiana che si stringe o si allarga a seconda della distanza o della variabilità del parametro. 

4.5.3 Operatore ricerca nella direzione

Esiste un secondo operatore, che esegue una ricerca in una direzione dello spazio dei parametri. Questo accelera la convergenza nel caso in cui il punto di partenza sia molto lontano da un minimo.

Vengono date due funzioni, la prima migliore della seconda. Nello spazio dei parametri si prosegue nella stessa direzione e della stessa distanza che separa le due. Nel caso la funzione trovata sia migliore, si prosegue ancora. In caso contrario si prosegue con la metà della distanza. 

In teoria, si potrebbe scendere successivamente ad un quarto della distanza, e poi ad un ottavo..., ma da alcuni esperimenti si è notato la scelta non risulta conveniente. Infatti la probabilità che il minimo si trovi sulla stessa direzione è molto bassa, e si arriva presto ad un punto in cui il miglioramento ottenibile lungo quella direzione è molto minore di quello che si otterrebbe andando nella direzione del minimo.

4.5.4 Algoritmo dei minimi globali

Il problema del minimo globale risulta specificato in questo modo. All’algoritmo vengono date la funzione errore e la famiglia di funzioni, questa volta senza inizializzazione. Lo scopo è di trovare la migliore parametrizzazione.

Vengono definiti due operatori sulla parametrizzazione. Il primo, quello di mutazione, migliora la parametrizzazione di un individuo attraverso un certo numero di iterazioni dell’algoritmo dei minimi locali. Il secondo, quello di crossover, date due parametrizzazioni, ne genera una terza intermedia alle due. Esiste poi un operatore che genera delle parametrizzazioni casuali. Queste servono ad inizializzare l’algoritmo, ma anche a continuare ad esplorare nuove zone dello spazio dei parametri.

A questo punto, possiamo schematizzare l’algoritmo in questo modo:

1. Inizializza la popolazione tramite l’operatore di generazione casuale

2. Applica l’operatore mutazione a tutta la popolazione

3. Se la condizione di uscita è verificata esci

4. Genera una nuova popolazione: mantieni i migliori della vecchia (sopravvissuti)

5. Se uno dei sopravvissuti è troppo simile ad un altro, elimina il peggiore

6. Dall’insieme rimasto genera alcuni nuovi individui tramite crossover

7. Termina la popolazione aggiungendo altri individui creati casualmente

8. Ritorna al passo 2

Far sopravvivere alcuni individui è necessario per la convergenza. L’operatore di mutazione va chiamato più volte affinché si arrivi alla parametrizzazione migliore.

L’algoritmo si comporta bene in un buon numero di circostanze, e risulta quindi adatto allo scopo. Le popolazioni utilizzate possono essere mantenute piccole, di solito una popolazione di 12 con 6 sopravvissuti è già sufficiente. Dato che verrà richiamato parecchie volte, si è data abbastanza importanza nella ricerca di un algoritmo con poche richieste in termini di potenza di calcolo.

Il numero di passi fatti compiere all’algoritmo dei minimi locali per ogni iterazione sposta l’importanza che viene data all’operatore crossover rispetto a quello di convergenza al minimo locale. Durante lo svolgimento di questo lavoro ci si è accorti che l’operatore introduce notevoli vantaggi in termini di prestazioni, e quindi si è abbassato tale parametro fino a 10 individui. Questo rende l’algoritmo più veloce nel trovare la zona in cui si trova il minimo locale, anche se rende più lenta la convergenza ad esso. Per come è sviluppato l’algoritmo generale, si preferisce la prima proprietà alla seconda.

L’algoritmo dei minimi globali viene utilizzato come unico operatore di mutazione sui parametri nell’algoritmo principale.

4.5.5 Operatore mutazione

Questo operatore si basa sull’esecuzione di un numero di passi dell’algoritmo dei minimi locali. Il numero di passi è un parametro configurabile, della cui importanza parleremo in seguito. Questo operatore è necessario per la convergenza ai minimi locali, quindi deve essere accompagnato da altri operatori che esplorino in modo più ampio lo spazio dei parametri.

4.5.6 Operatore crossover

Date due parametrizzazioni, che ricordiamo possono essere pensate come due punti nello spazio dei parametri, viene presa una qualunque intermedia alle due. In altre parole, nello spazio dei parametri pensiamo al segmento che congiunge questi due punti e prendiamone un terzo su questo segmento.

Questo operatore accelera di molto la conversione che si avrebbe con il solo operatore di mutazione. Immaginiamo di avere due parametrizzazioni che stiano convergendo allo stesso minimo locale, ma da parti opposte. Questo operatore produce direttamente una parametrizzazione più vicina al minimo in un solo passo. In più rende l’algoritmo meno sensibile ai minimi locali, nel caso che un minimo globale sia circondato da minimi locali.

Anche questo operatore non si spinge, però, a cercare in tutto lo spazio dei parametri. Quindi risulta importante l’inizializzazione.

4.5.7 Generazione di parametrizzazioni casuali

Questo operatore genera una parametrizzazione casuale. Viene utilizzato per l’inizializzazione della popolazione, ma anche ad ogni passo per aumentare lo spazio esplorato dall’algoritmo. La distribuzione che viene utilizzata è ancora una volta una gaussiana, con media nulla e varianza uguale per tutti i parametri.

Ci si potrebbe aspettare che una distribuzione uniforme su tutto il campo serva meglio lo scopo. Questo crea problemi, però, se l’inizializzazione causa la funzione a ritornare valori molto alti. La rappresentazione in memoria è pur sempre limitata, per cui dobbiamo stare attenti a non andare fuori scala. Sarebbe possibile rendere più sofisticata questa parte, tenendo traccia, ad esempio, dei valori già generati, di quali zone diano problemi e così dicendo, ma andremmo fuori dallo scopo di questo lavoro. 

4.6 Valutazione

Nella fase di valutazione vengono selezionate quali famiglie rimarranno nella popolazione successiva. Le famiglie vengono ordinate in base al valore della funzione di valutazione, e solo un determinato numero viene tenuto (i sopravvissuti). Come la dimensione della popolazione, anche il numero dei sopravvissuti è un parametro dell’algoritmo.

Per capire come impostare questo parametro, dobbiamo pensare a cosa succede durante l’esecuzione dell’algoritmo. In una popolazione ci saranno delle nuove famiglie, e le famiglie sopravvissute. Dato che questi ultimi sono presenti da più iterazioni, i loro parametri saranno ben tarati, mentre quelli delle nuove famiglie lo saranno di meno. L’algoritmo funziona quando per una famiglia con la forma giusta viene trovata una parametrizzazione buona almeno da farla entrare nel gruppo dei sopravvissuti, per poi rimanerci e trovare la miglior parametrizzazione. Più il numero dei sopravvissuti è grande rispetto alla popolazione, più la probabilità che la famiglia trovi posto aumenta, ma scende il numero delle famiglie provate ad ogni iterazione, facendo scendere la probabilità di trovare la famiglia giusta.

Per aiutare l’algoritmo, vengono eliminati ad ogni iterazione gli individui per cui l’operatore sui parametri è giunto a una convergenza sulla parametrizzazione, ma l’individuo non è risultato il migliore.

A questo punto viene scelto l’individuo migliore come rappresentante della popolazione e viene valutata la condizione di uscita. Questa potrebbe essere il superamento di una certa soglia del criterio di valutazione, oppure il mancato miglioramento dopo un certo numero di iterazioni. Ancora più semplicemente, potremmo lasciare elaborare l’algoritmo per un certo numero di iterazioni e vedere il risultato.

Se la condizione non viene soddisfatta, si prosegue con una nuova generazione.

4.7 Costruzione della nuova generazione

In questa fase l’algoritmo dovrà creare nuove famiglie di funzioni partendo dai sopravvissuti.

Come abbiamo accennato in precedenza, il problema di definire degli operatori sulla forma che data una funzione ne restituiscano un’altra simile alla precedente non è affatto banale, e che la sua trattazione andrebbe al di là degli scopi di questa tesi. In questo lavoro abbiamo deciso, dunque, di non trattare il problema in modo completo, ma di limitarci a funzioni semplici, cioè quelle che siano rappresentabili con alberi non più profondi di cinque o sei livelli. In questo modo è ancora possibile utilizzare qualcosa di più simile alla ricerca casuale con qualche euristica.

Abbiamo già definito l’operatore di generazione casuale, che utilizzeremo ancora, ma in maniera più limitata. La percentuale di nuovi individui creata con questo è un parametro dell’algoritmo, che come valore predefinito risulta il 30%. Il resto della popolazione verrà generato con l’operatore di imitazione.

4.7.1 Operatore imitazione di una funzione

Questo operatore risulta per alcuni aspetti simile a quello di generazione casuale. Viene esplorata una funzione data per conoscere la sua profondità, e quante funzioni trascendenti siano presenti. Dopodiché, l’operatore genera un’altra funzione utilizzando il generatore casuale di funzioni, scegliendo la profondità ed il numero di funzioni trascendenti intorno ai valori della funzione da imitare. Ad esempio, una funzione con profondità 5, genererà funzioni con profondità da 4 a 6.

L’imitazione parte da considerazioni euristiche. Si è notato che se si partiva, ad esempio, da dati generati da una funzione esponenziale, le funzioni che ne includevano uno, anche se erano di forma sbagliata, risultavano molto avvantaggiate rispetto alle altre
. La stessa cosa dicasi per il seno. Il poter eliminare o includere due operatori in base a delle prove aumenta la probabilità di trovare la forma giusta della funzione.

Con l’imitazione si dà anche la possibilità di aumentare la complessità delle funzioni, dato che la profondità può essere uguale o leggermente superiore o inferiore alla funzione data. 

4.7.2 Operazione di mutazione

Per alcuni test, è stato introdotto un operatore di mutazione che, presa una funzione, od un sottoalbero del suo primo operatore, la combina ad una generata casualmente utilizzando un operatore di somma o prodotto.

Gli esperimenti condotti su questo operatore mostrano come renda possibile la risoluzione di problemi più complessi, ma renda anche molto più instabile l’algoritmo con la convergenza a minimi locali. Il problema è ancora quello a cui abbiamo accennato in precedenza: le funzioni più complesse sono avvantaggiate, per cui la profondità media degli alberi delle famiglie cresce, mentre il residuo scende molto lentamente.

Operatori di questo tipo vanno introdotti solo se ne vengono inseriti altri che imprimono una tendenza alla semplificazione, o se la funzione valutazione svantaggia le funzioni più complesse.

Nel nostro lavoro abbiamo preferito utilizzare questo operatore solo in pochi casi, cioè nei test sulle serie caotiche, per capirne gli effetti.

5 Implementazione

In questa sezione andremo più in dettaglio sulla struttura del codice e delle scelte implementative.

Il programma viene realizzato in C++ utilizzando l’ambiente di sviluppo Microsoft Visual C++ e il sistema operativo Microsoft Windows 98. La scelta è stata dettata dalla facile reperibilità dell’ambiente di sviluppo e dalla larga diffusione del sistema operativo.

Abbiamo cercato di non usare nessuna peculiarità Microsoft, in modo da rendere portabile il codice. Abbiamo fatto ampio uso, invece, delle librerie definite dallo standard ANSI C++, compresa la libreria STL.

Abbiamo sviluppato un’unica libreria statica, chiamata RegrLib, a cui tutti gli esempi ed i programmi si collegano. In questo modo si è cercato di creare uno strumento più flessibile e stabile.

Utilizzando le tecniche della programmazione ad oggetti, il programma viene diviso in classi, a cui ognuna spetta un compito ben definito. La divisione aiuta a focalizzarsi sui diversi aspetti del problema, e a rendere indipendenti le varie parti del sistema.

5.1 Function class

In questa classe vengono inclusi tutti gli algoritmi e le strutture dati che si occupano della creazione, composizione e calcolo delle funzioni.

5.1.1 Rappresentazione in memoria

Possiamo immaginare di rappresentare l’albero della nostra funzione in un vettore, dove ogni elemento può rappresentare una foglia (parametro o variabile) od un operatore unario o binario. Ogni elemento, quindi, dovrà contenere tre informazioni: di che tipo di elemento si tratta e i suoi due eventuali operandi.

Definiamo il vettore FormEntry in cui il primo elemento, chiamato tipo, specifica quale parametro, variabile od operatore rappresenta, e gli altri due elementi indicano quali siano gli operatori secondo la seguente tabella:

	Tipo
	Valore numerico
	Significato
	Op1
	Op2

	ADD
	0
	Somma
	Operando 1
	Operando 2

	SUB
	1
	Prodotto
	Operando 1
	Operando 2

	MUL
	2
	Moltiplicazione
	Operando 1
	Operando 2

	DIV
	3
	Divisione
	Numeratore
	Denominatore

	POW
	4
	Potenza
	Base
	Esponente

	REP
	20
	Ripetizione
	Argomento
	

	EXP
	21
	Esponenziale
	Argomento
	

	SIN
	22
	Seno
	Argomento
	

	COS
	23
	Coseno
	Argomento
	

	PAR
	100
	Parametro
	Indice parametro
	

	VAR
	101
	Variabile
	Indice variabile
	


Il valore numerico serve per rappresentare il tipo come valore numerico in un linguaggio di programmazione. Gli argomenti e gli operandi sono rappresentati tramite la posizione nel vettore Form, vettore composto da tante FormEntry, e che rappresenta tutta la funzione. L’indice della costante, invece, è l’indice di un altro vettore Parameters contenente tutti valori dei parametri di quella funzione. L’indice della variabile rappresenta l’indice del vettore contenente i valori attribuiti alle variabili nel momento del calcolo.

Per esempio la Funzione 2x+1 sarebbe data dai seguenti vettori:

Vettore Form:

	Indice vettore
	Tipo
	Op1
	Op2

	0
	PAR
	0
	

	1
	VAR
	0
	

	2
	MUL
	0
	1

	3
	CON
	1
	

	4
	SUM
	2
	3


Vettore Parameters:

	Indice
	Parametro

	0
	2

	1
	1


Facciamo notare come si debba stare attenti che i valori nel vettore Form siano consistenti. Nulla vieta, infatti, che una FormEntry abbia se stessa come argomento, generando così una ricorsione infinita. Introduciamo la proprietà per cui ogni FormEntry può far riferimento a posizioni precedenti nel vettore Form.

5.1.2 Calcolo e composizione delle funzioni

Con la proprietà introdotta la funzione di calcolo risulta molto semplice. Avendo un vettore lungo come il vettore Form (vettore di calcolo), si parte a calcolare la prima voce e si mette il risultato nella prima posizione. Ogni volta che si incontra un parametro od una variabile, se ne copia il valore, preso dal vettore dei parametri o dal vettore dei valori delle variabili, sul vettore di calcolo. Quando incontriamo un operatore, i valori su cui operare si trovano sul vettore di calcolo esattamente alla posizione indicata dal campo operatori. L’ultimo valore sul vettore di calcolo è il risultato della funzione.

Per esempio, calcoliamo il valore 2.3 per la funzione 2x+1:

	Indice vettore
	Tipo
	Op1
	Op2
	Vettore di calcolo

	0
	CON
	0
	
	2

	1
	VAR
	0
	
	2.3

	2
	MUL
	0
	1
	4.6

	3
	CON
	1
	
	1

	4
	SUM
	2
	3
	5.6


Il processo di calcolo è quindi iterativo, invece che ricorsivo. Questo rende l’algoritmo più efficiente. A questo punto, dovremo definire gli operatori in modo tale che la proprietà suddetta venga conservata.

Per comporre due funzioni con un’operazione di somma, differenza, prodotto, divisione o elevamento a potenza, basta costruire una nuova funzione i cui vettori Form e Parameters siano l’unione dei due, e sia aggiunta una riga nel vettore Form con l’operatore adatto e la posizione finale dei due vettori. Se abbiamo due vettori Form di N ed M componenti, abbiamo

	0
	Inizio del primo vettore Form

	...
	

	N-1
	Fine del primo vettore Form

	N
	Inizio del secondo vettore Form

	...
	

	N+M-1
	Fine del secondo vettore Form

	N+M
	Operatore che prende N-1 ed N+M-1 come argomenti


Si dovrà prestare attenzione a cambiare i riferimenti dagli operandi (che risulteranno incrementati di N) e i riferimenti ai parametri del secondo vettore.

5.1.3 Implementazione in C++

I vettori Form e Parameters di cui abbiamo parlato sono membri protetti della classe Function. Gli operatori di composizione sono implementati sfruttando l’overloading degli operatori del C++. Operatore + ritorna una funzione che è la somma delle due, l’operatore – la differenza, e così via. In più, esiste un costruttore che prende come argomento una costante double, in modo che il compilatore sappia convertire automaticamente le costanti presenti in espressioni miste di funzioni e costanti. L’operatore parentesi viene definito in due modi diversi. Se l’operando è una funzione, allora si ritiene che si stia effettuando una composizione di funzioni, per cui il risultato è una funzione equivalente alla composizione delle due. Nel caso l’operando sia un numero, allora si ritiene che si stia effettuando il calcolo della funzione per quel valore. Il risultato è perciò un numero.

In questo modo, è possibile scrivere codice molto leggibile del tipo

Function x(VAR);

Function F=2.0*x;

Function G=F+1.0;

Double ris=G(1.0);

Oltre alle funzioni di composizione e di calcolo, vengono inclusi dei metodi attraverso cui è possibile raccogliere informazioni essenziali per gli operatori introdotti negli algoritmi genetici. È  stato incluso  un metodo che permette di ottenere i sottoalberi della funzione, essenziale per l’operatore di mutazione sulla forma; vengono forniti dei metodi per contare quante volte un operatore, od una variabile compare nella funzione, per l’operatore di imitazione della forma; infine, dei metodi per leggere e cambiare i valori dei parametri, essenziali per gli operatori sui parametri.

Viene implementato anche l’operatore << che genera uno stream di testo contenente l’espressione della funzione. Il testo generato comprende parentesi non necessarie, che però semplificano l’algoritmo di scrittura. Questi è una semplice funzione ricorsiva che, dato un operatore, ne stampa gli argomenti ed il simbolo ad esso associato.

Un’ultima osservazione va fatta sull’operatore di uguaglianza. Dato che molto spesso l’algoritmo dovrà copiare funzioni dello stesso tipo ma con valore dei parametri diversi, appare molto vantaggioso tenere traccia se due funzioni sono già l’una la copia dell’altra. Questo viene fatto con un numero, chiamato speciesTag. Questo valore è un numero casuale, generato alla creazione della funzione, e ad ogni sua modifica. Quando una funzione viene copiata da un’altra, ne copia anche il suo speciesTag. La seconda volta, riconoscendo lo stesso speciesTag, il vettore Form non verrà copiato. Solo i parametri verranno aggiornati.

5.2 DataSet class

In questa classe abbiamo racchiuso tutte le informazioni sui dati che l’utente deve fornire al programma. La libreria utilizza questa classe per ottenere il numero di variabili su cui operare e per la funzione di fitness. DataSet, infatti, è una classe astratta che presenta solo due funzioni virtuali.

Ereditando dalla classe DataSet, si possono costruire tutte le funzioni di fitness che l’utente può desiderare, ma per comodità, vengono già implementate due classi, una per gestire dati in forma di punti (PointsDataSet) ed una per gestire serie storiche su cui si vuole trovare un modello autoregressivo
 (SeriesDataSet).

In questo modo, l’algoritmo rimane disaccoppiato dai dati. 

5.2.1 PointsDataSet class

Questa classe implementa un solo costruttore. Al momento della costruzione della classe è possibile specificare il numero delle variabili indipendenti.

Esiste una funzione

virtual void addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP)
che serve per aggiungere un punto nella lista. Il vettore xP dovrà essere della giusta dimensione. La funzione viene dichiarata virtuale nel caso che un utente voglia ereditare direttamente da questa classe e modificare questa funzione.

Come funzione error() viene preso lo scarto quadratico medio dai dati.

Le variabili indipendenti delle funzioni generate corrisponderanno alle variabili dei vettori xP dati, seguendo l’ordinamento dei vettori. Se, ad esempio, i vettori corrispondono a dati di temperatura e umidità nell’ordine, allora la variabile codificata come 0 nella Function class, e stampata a video come x0, corrisponderà alla temperatura e quella codificata come 1 all’umidità.

5.2.2 SeriesDataSet class

Questa classe serve per gestire serie storiche, e trovare funzioni che calcolino il valore presente a partire dai valori passati.

Esiste un solo costruttore, che prende come parametri quanti passi indietro sono ammessi, e se si vuole utilizzare anche la posizione del campione come variabile indipendente. Le variabili sono codificate come 0 per il valore al passo precedente, 1 per quello due passi precedenti, e così via. Nel caso si utilizzi anche la posizione, allora questa viene codificata come 0, e tutte le altre a seguire: 1 per il passo precedente, 2 per due passi precedenti, e così via.

A questa classe appartiene una funzione virtual void addSample(double sample), che viene utilizzata per inserire ad uno ad uno i valori della serie storica.

Esiste anche la funzione di grande utilità double predictor(int nSteps, Function F, int sample=-1). Con questa è possibile utilizzare una funzione F come predittore dei dati a nSteps passi, partendo dal campione sample.

5.3 LocalFinder class

In questa classe vengono implementati tutti gli aspetti relativi ai minimi locali.

Gli operatori di mutazione dei parametri e di ricerca in una direzione vengono implementati come metodi di questa classe. Potrebbe sembrare più opportuno includerli nella classe Function, dato che su questa operano, ma si è ritenuto che gli operatori genetici, anche se operano sugli individui, siano più una caratteristica dell’algoritmo. In questo modo il cambiamento  di quest’ultimo non comporta una riscrittura della classe Function.

All’interno della classe LocalFinder troviamo il miglior individuo trovato e la popolazione, costituita, come abbiamo già detto, da un solo individuo. L’algoritmo viene inizializzato alla creazione dell’oggetto, che necessita della funzione da cui partire e del DataSet, in quanto contiene la funzione di fitness.

L’algoritmo tiene anche traccia del numero di funzioni provate, in modo da poter fare dei paragoni sull’efficienza dell’algoritmo.

5.4 GlobalFinder class

La classe che si occupa dei minimi globali offre un’interfaccia molto simile alla classe LocalFinder. In questo modo scrivere del codice per confrontare i loro comportamenti risulta facile.

La classe GlobalFinder contiene due vettori STL contenenti la popolazione ed i sopravvissuti, le dimensioni dei quali dipendono dai parametri scelti per l’algoritmo. L’algoritmo, però, ha già una sua parametrizzazione predefinita, in modo che sia possibile utilizzarlo senza conoscerne tutti i dettagli.

La funzione Evolve, che governa l’evoluzione della popolazione, è divisa in tre parti. La prima genera la popolazione, la seconda la evolve tramite l’algoritmo dei minimi locali, e la terza compie la selezione.

Troviamo anche una funzione che controlla se sia avvenuta la convergenza, controllando da quante generazioni non si ha un miglioramento.

5.5 FamilyFinder class

La classe FamilyFinder offre anch’essa un’interfaccia molto simile alle precedenti. La più grossa differenza è che al momento della creazione non richiede una funzione da cui partire.

All’interno di questa classe, ci sono due vettori di oggetti GlobalFinder, uno per la popolazione, uno per i sopravvissuti. La funzione Evolve risulta anche qui divisa in tre parti, generazione della popolazione, evoluzione della popolazione e selezione.

Questa classe offre anche la possibilità di eliminare la funzione migliore. Alcuni criteri, infatti, non possono essere introdotti nella funzione di fitness, ma possono essere introdotti dall’esterno, controllando quale funzione risulta migliore.

Questa tecnica verrà utilizzata nell’esperimento sulle serie dei test IQ. Questi hanno bisogno che le funzioni trovate continuino la serie con valori interi. Se si introducesse questo elemento nella funzione di fitness, si renderebbe non più continua la ricerca nello spazio dei parametri. In alternativa, si lascia convergere l’algoritmo, e si controlla che la soluzione proposta verifichi questa condizione. In caso negativo, la funzione viene scartata.

6 Applicazioni e risultati

6.1 Esperimenti sulle prestazioni

Passiamo ora a valutare le prestazioni dell’algoritmo.

Gli aspetti che ci interesseranno saranno:

1. La corretta convergenza, cioè se l’algoritmo trova la risposta giusta, oppure si blocca in minimi locali.

2. La solidità, cioè quanto la corretta convergenza sia dovuta ad una particolare catena di eventi, o sia una proprietà dell’algoritmo. Ci piacerebbe che l’algoritmo trovi sempre lo stesso risultato, e non solo occasionalmente.

3. L’efficienza, cioè di quante risorse di calcolo si ha bisogno.

Per una valutazione su questi aspetti, abbiamo condotto un test comprensivo di 11 insiemi di dati, generati da funzioni mono e multivariabili, lineari, non lineari e trascendenti.

L’algoritmo viene fatto funzionare per 50 iterazioni per 20 volte consecutive, ognuna con un seme diverso per il generatore dei numeri casuali. Per misurare la corretta convergenza e la solidità utilizzeremo il numero di volte in cui l’algoritmo trova la soluzione esatta. Per misurare l’efficienza, misureremo sia il tempo, che il numero di funzioni che si sono dovute provare.

Come funzione di fitness, viene utilizzato in tutti gli esperimenti lo scarto quadratico medio. Si è scelta questa quantità perché risulta comodo decidere quando l’algoritmo deve terminare conoscendo le caratteristiche del rumore. Infatti, lo scarto quadratico medio di un segnale prodotto da una variabile casuale non è altro che la radice della varianza. Nota la distribuzione, potremo considerare la funzione trovata nel momento in cui lo scarto quadratico medio della funzione trovata sia simile a quello calcolato dalla distribuzione del rumore.

6.1.1 Risultati

Per il primo test, abbiamo scelto la funzione 
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, cioè una retta con del rumore additivo distribuito uniformemente da 1 a –1. Sono stati scelti 100 valori a caso nell’intervallo x=0..100.

Dobbiamo decidere quando considereremo trovata la funzione. Lo scarto quadratico medio del nostro errore è dato da 
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, per cui considereremo la convergenza corretta se la funzione di fitness è minore di 0.58.

Includiamo, per questo primo esperimento, l’uscita del programma.

Seed 0

( 8.9545 + ( x0 * 2.00048 ) ) 0.552891

Generation 1

Functions 24144

Time 4.67

Questa è l’uscita dopo la prima convergenza. Seed indica il seme del generatore di numeri casuali, e nella riga seguente troviamo la funzione trovata. Generation indica dopo quale generazione è avvenuta la convergenza, Functions il numero di funzioni utilizzate e Time il tempo necessario in secondi.

Ovviamente, dato che siamo in presenza di errore, i parametri non risultano perfettamente individuati. Però possono essere stimati meglio dall’algoritmo lasciandolo funzionare per un’altra iterazione. Il risultato è

( 9,01064 + ( x0 * 2.00037 ) ) 0.552891

Possiamo confrontare questi risultati con quelli ottenuti con la regressione lineare. Questa individua la funzione

y = 9.01410+2.00033*x

che risulta molto simile alla precedente. Facciamo anche notare che le due tecniche stanno trovando il minimo di due quantità diverse (scarto quadratico medio e minimi quadrati).

Mostriamo anche i restanti 19 tentativi.

Seed 1

( ( 445.874 + x0 ) + ( -436.846 + x0 ) ) 0.55043

Generation 3

Functions 72766

Time 15.54

Seed 2

( 9.00156 - ( -2.00058 * x0 ) ) 0.550393

Generation 1

Functions 24173

Time 5.11

Seed 3

( 9.11915 + ( 1.99961 * x0 ) ) 0.555339

Generation 2

Functions 48276

Time 9.83

Seed 4

( x0 + ( 9.02946 + x0 ) ) 0.550429

Generation 1

Functions 24144

Time 4.78

Seed 5

( ( x0 + 4.4867 ) * ( 0.970317 * 2.06198 ) ) 0.550749

Generation 2

Functions 48454

Time 9.44

Seed 6

( x0 + ( 9.0296 + x0 ) ) 0.550429

Generation 2

Functions 48451

Time 9.67

Seed 7

( x0 - ( -9.02966 - x0 ) ) 0.550429

Generation 2

Functions 48366

Time 11.21

Seed 8

( x0 + ( 9.02909 + x0 ) ) 0.55043

Generation 1

Functions 24171

Time 4.83

Seed 9

( x0 + ( 9.02801 + x0 ) ) 0.550432

Generation 1

Functions 24146

Time 5.72

Seed 10

( x0 + ( 9.02964 + x0 ) ) 0.550429

Generation 2

Functions 48310

Time 9.17

Seed 11

( 2.0022 * ( 4.46 + x0 ) ) 0.553096

Generation 2

Functions 48299

Time 9.78

Seed 12

( 8.95598 + ( 2.00144 * x0 ) ) 0.55134

Generation 6

Functions 144814

Time 31.85

Seed 13

( ( 11.7616 + x0 ) + ( -2.75005 + x0 ) ) 0.550727

Generation 2

Functions 48312

Time 10.38

Seed 14

( ( x0 + 8.94474 ) + ( 1.00158 * x0 ) ) 0.551678

Generation 1

Functions 24176

Time 4.62

Seed 15

( x0 + ( 9.03964 + x0 ) ) 0.55052

Generation 1

Functions 24215

Time 4.94

Seed 16

( x0 + ( 9.04587 + x0 ) ) 0.550668

Generation 2

Functions 48269

Time 9.83

Seed 17

( ( -414.941 + x0 ) + ( 423.96 + x0 ) ) 0.550533

Generation 2

Functions 48345

Time 10.55

Seed 18

( x0 + ( 9.02964 + x0 ) ) 0.550429

Generation 2

Functions 48469

Time 10.22

Seed 19

( exp( 2.19944 ) + ( x0 + x0 ) ) 0.550514

Generation 1

Functions 24121

Time 5.05

Notiamo come l’espressione trovata non sia sempre la stessa, ma che si tratta sempre della stessa funzione. I dati riassuntivi sono dati da:

Total

Mean generation 1.85

Mean n functions tested 44721

Mean time 9.3595

Max time: 31.85 Min time: 4.62

Found 20 out of 20

100% success

Mean generation è la generazione alla quale mediamente viene trovato il risultato. Mean n functions tested è il numero di funzioni che mediamente è necessario per il risultato. Mean time è il tempo in secondi richiesto in media per la convergenza. Max e min time ci danno un’idea dell’intervallo di oscillazione del tempo. Alla fine troviamo in quanti casi si è avuta la piena convergenza, e la percentuale sul totale.
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	Numero di punti
	100
	100
	100
	100
	100

	Intervallo
	-10..10
	-10..10
	-10..10
	-10..10
	0..10

	Taglio
	0.0028
	0.000005
	0.000005
	0.76
	0.15

	Mean generation
	13.8
	2.7
	17.2
	26.4
	19.0556

	Mean n functions
	335190
	65472
	416946
	642085
	460664

	Success
	20/20
	20/20
	20/20
	15/20
	18/20

	Mean time
	82.037
	14.6895
	83.621
	158.545
	126.457

	Max time
	141.44
	57.34
	230.36 
	301.05
	269.91

	Min time
	16.7
	4.78
	24
	15.71
	4.83


I prossimi test ricercano funzioni da tre variabili. Anche se non sono sempre presenti tutte e tre, questo complica la ricerca, in quanto l’algoritmo deve trovare quali siano quelle rilevanti. Facciamo notare che i tempi più bassi sono dovuti al numero di punti più basso.
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	Numero di punti
	10
	10
	10
	10
	10

	Intervallo
	0..100
	0..10
	0..10
	0..100
	0..100

	Taglio
	0.00025
	0.00005
	0.00005
	0.00005
	0.00005

	Mean generation
	14.05
	15.8421
	4.25
	19.1176
	9.5

	Mean n functions
	340975
	385038
	102937
	464574
	231076

	Success
	20/20
	19/20
	20/20
	17/20
	20/20

	Mean time
	14.964
	17.1221
	3.993
	20.5229
	10.084

	Max time
	46.24
	54
	11.48
	50.53
	34.55

	Min time
	0.99
	0.99
	0.93
	1.92
	0.88


Come vediamo, il test restituisce esito positivo nella maggior parte dei casi ma non sempre. Ci chiediamo se questo sia dovuto ad una errata convergenza. Notiamo, però, che il numero di insuccessi sale dove sale il numero medio di generazioni necessarie. Se aumentassimo il numero di generazioni disponibili, noteremmo che la mancata convergenza è dovuta solamente alla terminazione dell’algoritmo dopo 50 iterazioni. Possiamo quindi considerare l’algoritmo abbastanza robusto, nel senso enunciato prima.

Per quanto riguarda le prestazioni, notiamo come l’algoritmo si comporti bene per funzioni semplici ad una sola variabile, mentre si comporti sempre peggio all’aumentare del numero di variabili ed alla complessità della funzione. Notiamo, ad esempio, come la retta nel caso monovariabile abbia bisogno di sole 1.85 generazioni, mentre nel caso multivariabile le generazioni salgano a 14.05. Dalle considerazioni fatte, ci aspettavamo questo risultato, come ci aspettiamo che l’algoritmo non funzioni più per problemi troppo complessi.

Possiamo affermare, in conclusione,  che l’approccio seguito in questa tesi risulta redditizio. Il tempo di calcolo risulta molto limitato su di un computer commerciale, anche se gli algoritmi di ricerca dei parametri e della forma non sono molto sofisticati.

6.2 Applicazione a dati provenienti da fenomeni fisici

Un terreno interessante in cui sperimentare l’algoritmo è l’interpretazione dei dati provenienti da fenomeni fisici. Applicheremo l’algoritmo per l’individuazione di alcune semplici leggi sperimentali, alcune delle quali saranno note leggi fisiche. Per far questo, verrà proposta una funzione di valutazione completa che tenga conto del bilancio tra accuratezza e semplicità del modello, molto critico in questo campo.

6.2.1 Formalizzazione

Il problema viene così specificato. Viene dati una serie di punti sul piano (y,x). Questi punti mostreranno un andamento caratteristico; non c’è bisogno che siano perfettamente allineati, ma non potranno presentarsi come una nuvola di dati. Nello stesso intervallo sulle x, poi, non potranno presentarsi due allineamenti diversi. Ci aspettiamo che dato un valore di x, il valore di y sia specificato, a meno di errori di misurazione. A questo punto, vogliamo trovare una funzione semplice di x per cui lo scostamento dai dati sia basso.

6.2.2 Costruzione della funzione di fitness

Dobbiamo costruire la nostra funzione di valutazione completa, che tenga conto sia dell’aderenza ai dati che della complessità della funzione. Supponiamo che il rumore presente sulle misurazioni sia additivo e assoluto, cioè distribuito allo stesso modo indipendentemente dal valore della misura. Per le ragioni esposte in precedenza, possiamo ragionevolmente prendere come residuo lo scarto quadratico medio dai dati.

La prima osservazione è che, data una funzione, per introdurre una costante in modo tale che la funzione di partenza sia riottenibile per un determinato valore della costante, è necessario introdurre un operatore. Questo è vero a meno di degenerazioni (x-x coincide alla funzione nulla), di cui però non ci occupiamo. Per questo motivo non considereremo l’aumento di complessità dovuto alle costanti, ma considereremo l’aumento di complessità di un operatore come l’aggiunta dell’operatore con la costante.

Per avere un’idea di cosa attribuire all’operatore somma, immaginiamo di avere una funzione, e di modificarla sommando una costante. Se la costante è da noi trascurata, il contributo verrà solo dalla somma. Riterremo che questa costante sia giustificata se l’errore scenderà di un po’, diciamo dell’1%. Possiamo dare altri punteggi come questi agli altri operatori, crescendo con la complessità degli operatori. Otteniamo la seguente tabella:

	+
	-
	*
	/
	^k
	sin
	cos
	exp

	1
	1.1
	1.25
	1.35
	1.5
	1.75
	1.75
	2


Affianchiamo poi le variabili indipendenti, a cui diamo lo stesso punteggio della somma. Quindi la percentuale ottenuta verrà moltiplicata allo scarto quadratico medio dei campioni dalla funzione nulla, e poi sommata all’errore.

6.2.3 Parametri per l’algoritmo

Utilizziamo una popolazione di 30 individui con una profondità massima di 4 livelli. In questo modo potremo affrontare anche casi un po’ più complessi. Introdurre una penalità a funzioni complesse potrebbe rendere difficile la loro individuazione. La popolazione sopravvissuta sarà di soli 6 individui.

L’algoritmo viene fatto funzionare fino a che non si raggiungono 30 generazioni consecutive di mancato miglioramento.

6.2.4 Il programma

La funzione principale risulta molto semplice, dato che deve solo caricare i dati dal disco e inserirli della classe dei dati, far partire l’algoritmo e visualizzare la funzione.

Viene però introdotta una nuova classe (PhysicsDataSet) per la manipolazione dei dati. Questa eredita da PointsDataSet, in modo da includere direttamente la gestione dell’introduzione dei valori per punti, e include la sua versione di calcolo della funzione di fitness. Dato che per questo serve sapere la potenza del segnale, ad ogni introduzione di nuovi valori, viene eseguito il calcolo di questa grandezza.

Passiamo quindi a degli esempi. I dati utilizzati sono di esperimenti fisici reali, passati e contemporanei.

Legge di Coulomb

Questi sono i dati originali che Coulomb presentò a supporto della sua legge che lega la distanza fra due sferette elettricamente cariche e la forza fra di loro. Sia la forza che la distanza furono misurate in angoli sulla sua nuova bilancia di torsione.

Includiamo questo esempio, anche se non include parecchi dati, sia per l’importanza storica della legge, sia per mostrare come all’algoritmo non servano parecchi dati per compiere l’analisi. 

Il programma individua correttamente la funzione 
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, trovata dal programma se diamo come funzione di fitness la pura funzione errore, presenti una maggiore aderenza. Questo incremento, però, non è molto significativo, e quindi viene scartato dalla funzione di fitness completa.

Legge di Boyle

Qui riportiamo i dati che Boyle pubblicò nel 1662, a supporto della sua nota legge sui gas: a temperatura costante il prodotto pressione*volume rimane costante 
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La funzione trovata risulta 
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, in accordo con la suddetta legge. Notiamo, anche qui, che l’aderenza ai dati non è perfetta, ma l’algoritmo preferisce una funzione semplice.


Terza legge di Keplero

Qui abbiamo i dati di cinque pianeti (periodo di rivoluzione e distanza dal sole), simili a quelli che Keplero utilizzò per la scoperta della sua terza legge.

Ricordiamo che la terza legge di Keplero afferma che il rapporto fra il quadrato del periodo di rivoluzione di un pianeta e il cubo della sua distanza dal sole rimane costante, cioè 
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L’algoritmo ottiene 
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, in ottimo accordo con i dati sperimentali, e con la succitata legge che vorrebbe la funzione 
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Diffusività di un gas acido

Questo gruppo di dati vuole misurare la diffusività di un gas come funzione della temperatura assoluta.

In questo caso non stiamo cercando una legge sperimentale fondamentale, e non abbiamo una soluzione su cui confrontarci. L’unico criterio di giudizio sarà l’adattamento ai dati, ed il senso fisico della relazione trovata.

La funzione generata dall’algoritmo risulta essere 
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. Come si può vedere, l’accordo con i dati risulta buono. La funzione ha anche senso fisicamente, in quanto la diffusività dovrà essere sempre positiva, e ci aspettiamo che vada a zero allo zero assoluto.

Infine notiamo che la funzione andrebbe meglio scritta come 
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Velocità massima a pressione ridotta

In questo esperimento sfere di varie dimensioni vengono fatte cadere in aria ad una pressione ridotta, e viene misurata la velocità massima raggiunta, quando cioè la forza di gravità e l’attrito sono uguali.

Al posto della velocità viene utilizzato il suo reciproco, misurato in sec/cm, mentre il raggio delle sfere è misurato in unità di 10-4 cm.

Questo esperimento contiene un buon numero di dati. Non ne diamo una lista completa.

La funzione ottenuta utilizzando l’algoritmo risulta 
[image: image126.wmf]2.19489

1

r

1

0.00082076

=

-

v

, che come vediamo dal grafico approssima molto bene i dati.

Conclusioni

Come possiamo vedere, le funzioni trovate approssimano abbastanza bene i dati, ma nel contempo risultano di semplice natura. Le prime risultano anche coincidenti con le note leggi fisiche, altre potrebbero essere utilizzate come funzioni sperimentali, invece di utilizzare grosse tabelle.

Sia in presenza di molti che di pochi dati l’algoritmo sembra comportarsi bene. Dato che il calcolo della funzione di fitness è più veloce in presenza di meno dati, si può pensare di fornire pochi significativi campioni in una prima indagine per riconoscere la forma della funzione, per poi includerli tutti in un momento successivo per la stima più precisa dei parametri. 

Ovviamente, l’ultimo giudizio se questi modelli siano buoni o no da un punto fisico o pratico sarà sempre lasciato ad un ricercatore umano, che però viene arricchito di un potente mezzo di esplorazione.

6.2.5 Osservazioni

Questo lavoro vuole mostrare come si può costruire uno strumento utile al ricercatore, non come il ricercatore possa essere sostituito da una macchina. Infatti, non possiamo parlare neanche di scoperta da parte della macchina dato che l’esperimento non è stato pensato e condotto da essa.

La selezione degli esperimenti e dei dati che possano portare ad una legge rimane dominio umano. Fornire dati a caso, o senza una buona correlazione non porterà a nulla, ed il programma non è capace di capirlo. Si può pensare di incorporare alcuni meccanismi di controllo, ma questo non risolve la radice del problema. La scelta di come effettuare un esperimento significativo, di quali variabili scegliere... tutti gli aspetti critici restano nelle mani della persona umana. Il programma si limita a provare una serie di modelli ed a fornire il migliore secondo le indicazioni del programmatore. Un uso corretto porta a buoni risultati, ma l’uso corretto è merito dell’uomo e non della macchina.

Il programma, poi, non parte da zero, ma parte dalla conoscenza del programmatore, per cui delle conoscenze scientifiche pregresse. Nel momento che forniamo al calcolatore i dati dell’esperimento di Boyle, è perché ci aspettiamo che questi dati siano correlati da una funzione matematica semplice. Il fatto che ci aspettiamo una legge di questo genere è perché sappiamo che questa esiste, quindi non possiamo parlare di scoperta scientifica, né tantomeno di scoperta da parte del calcolatore.

Ciononostante rimane la capacità acquisita con questo algoritmo di trovare un modello semplice ed utile. Un ricercatore umano si può avvantaggiare del fatto che la macchina può provare più modelli più velocemente. Probabilmente lui sarebbe più preciso, e proverebbe meno modelli, ma questo viene ricompensato dalla velocità della macchina.

Serie numeriche degli IQ test

Un’applicazione curiosa dell’algoritmo si ha su alcuni esercizi dei test di intelligenza. Senza entrare troppo nei dettagli, inquadriamo prima l’argomento. 

6.2.6 Misurazione dell’intelligenza

La definizione di intelligenza ha interessato sempre filosofi e poi psicologi. Ne sono state proposte numerose, ognuna che ne mette in luce un suo particolare aspetto. Alcuni esempi sono la capacità di adattarsi alle situazioni, la capacità di risolvere problemi in modo nuovo, la capacità di riconoscere andamenti e correlazioni, la capacità di previsione. Purtroppo una definizione completa su cui tutti concordino, ancora oggi, non esiste.

Ciononostante, già dai primi anni di questo secolo, si è fatta più grande la volontà di provare a individuare un modo per misurarla. Questo metodo di misurazione non viene derivato da una base teorica, ma costruito empiricamente [Eysenck 1962].

Questo approccio viene giustificato dai sostenitori comparandolo con la nascita della misura di altre grandezze fisiche più oggettive. Le prime misurazioni, di solito, sono effettuate attraverso il nostro corpo. Ad esempio per i primi esperimenti sulla temperatura possiamo utilizzare la nostra nozione di caldo e di freddo. Questa, però, risulta soggettiva, poco precisa e dipendente dalle circostanze.

Ad esempio, prendiamo tre bacinelle di acqua, una calda, una tiepida ed una fredda. Immergiamo le mani prima in quella calda, poi in quella tiepida, e poi in quella fredda. Poi facciamo il contrario, ritorniamo alla tiepida e infine in quella calda. L’acqua tiepida ci sembrerà più fredda la prima volta della seconda, anche se la sua temperatura non è cambiata. Per questi motivi, fu inventato un mezzo oggettivo di misurazione, il termometro, che è alla base il nostro sistema di misura.

Viene poi fatto notare che non c’è concordanza perfetta tra i dati del termometro e il giudizio individuale soggettivo. Se dovessimo adottare questo come criterio di giudizio del nostro strumento di misurazione, dovremmo concludere che il test lascia molto a desiderare.

6.2.7 Test d’intelligenza

I test per misurare il quoziente di intelligenza (IQ) sono una collezione di problemi da risolvere, di solito di tipo logico-matematico o di linguaggio. Questi vengono preparati facendoli prima risolvere ad un campione della popolazione, in modo da classificare i risultati per tarare il test. La misura del test non è proprio il rapporto tra la cosiddetta età mentale ed età fisica, in quanto le persone adulte vengono considerate alla pari. Se il vostro risultato è uguale alla media della popolazione, allora il vostro IQ è di 100. Sarà superiore o inferiore a seconda che l’abbiate svolto in maniera migliore o peggiore.

6.2.8 Serie numeriche nei test d’intelligenza

Un esercizio tipico dei test di intelligenza è il completamento di alcune semplici serie numeriche. Ne diamo alcuni esempi:

2 5 8 11...

7 10 9 12 11...

1 4 9 16...

2 5 9 19 37...

Queste serie vengono generate con una regola semplice, che deve essere trovata per poter continuare in maniera corretta. Questo esercizio ben si presta ad essere risolto tramite il lavoro di questa tesi.

6.2.9 Critiche ai test d’intelligenza

I test di misurazione dell’intelligenza hanno alternato fasi di grande popolarità con fasi di revisione [Bates, 1999]. Lo stesso quoziente IQ ha avuto forti critiche. Prima di tutto la sua definizione come rapporto fra età mentale ed età fisica non è applicabile per individuo con età maggiore di 15/18 anni.  In secondo luogo la grande presenza di giochi logico matematici in questi test polarizzava il risultato, e finiva con non spiegare il risultato brillante di molte persone nel loro lavoro o in campo artistico. Altre metodologie sono state e sono tuttora in corso di sviluppo, ma non ci addentriamo.

Ci pare solo interessante provare a far risolvere ad un computer ciò che, almeno nel passato, era considerato segno di intelligenza.

6.2.10 Formalizzazione

Il problema appare così specificato: viene data una serie di valori interi, generati con una legge ignota, ai quali se ne devono aggiungere altri con la stessa legge.

A tutti quelli che hanno provato a risolvere questi problemi, la suddetta specificazione di solito appare poco leale. Infatti, una serie di pochi numeri potrebbe essere generata con più di una regola. Si dovrebbe, quindi, indovinare quale serie aveva in mente chi ha scritto l’esercizio. Dobbiamo anche notare, però, che una regola semplice è preferibile ad una regola complessa.

Rispecifichiamo il problema in termini leggermente diversi: viene data una serie di valori interi, generati con una legge ignota ma semplice, ai quali se ne devono aggiungere altri con la stessa legge, o con una legge equivalente, dove per legge equivalente si intende una legge che avrebbe generato la serie allo stesso modo. Resta da definire cos’è una legge semplice.

Considereremo che la legge possa esser scritta nella forma 
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, cioè che possa dipendere dalla posizione dell’elemento della serie, e dai due elementi precedenti. Ci aspettiamo anche funzioni poco complesse, ad esempio potremmo limitare l’albero della funzione a tre livelli.

6.2.11 Parametri per l’algoritmo

Possiamo impostare la profondità delle funzioni generate casualmente ad 1. Infatti ci aspettiamo funzioni semplici, e si potrà salire di complessità con le mutazioni. In questo modo le funzioni semplici verranno trovate più semplicemente delle altre.

Non è necessaria una grande popolazione, viene impostata a 12, ed il numero dei sopravvissuti verrà impostato a 6.

Il programma compierà 500 iterazioni, al termine delle quali rinuncerà alla ricerca. Se invece l’errore va a 0, vuol dire che una regola è stata trovata. Notiamo che in questo caso l’errore può, e deve, andare a 0, in quanto i dati non sono affetti da incertezza. Comunque, invece di uno 0 assoluto, il programma controlla quando l’errore scende sotto la soglia di 1/10.000, che praticamente possiamo considerare 0.

Dobbiamo ricordare che l’algoritmo funziona con numeri reali, e non con interi. Controllare che la regola trovata produca sempre numeri interi diventa complesso. Si ovvia al problema controllando semplicemente la predizione a tre passi. Se questa risulta intera, riteniamo la regola valida. Si considera molto bassa la probabilità di trovare una regola (semplice come sopra detto) che si accordi con i dati e per cui solo la predizione a tre passi sia intera.

Nel caso che venga trovata una regola per cui l’errore è 0, ma la predizione non è intera, questa regola viene scartata e viene fatto procedere l’algoritmo.

6.2.12 Note sul programma

Il programma è stato preparato sia in lingua italiana che inglese. Per passare da una lingua all’altra basta escludere dai commenti la lingua desiderata e commentare l’altra.

Il tono dell’interazione è pensato simile a quello umano, anche se la ripetitività delle frasi fa immediatamente pensare ad una macchina.

6.2.13 Risultati

Il programma raggiunge gli obiettivi preposti. È capace di riconoscere regole semplici, e di continuare la serie.

Proviamo, ad esempio, ad utilizzare il programma con una serie data in precedenza. L’output risulta questo:

IQSolver by Gabriele Carcassi ver 0.2

-------------------------------------

Dimmi la serie: 2 5 8 11

Vediamo un po'... Ecco!

La continuerei cosi': 14 17 20 ...

La funzione che ho trovato e' ( 3 + x1 ) in cui:

x1 e' il campione precedente

Vuoi provare un'altra serie?

s

Anche le altre tre serie vengono identificate correttamente.

Dimmi la serie: 7 10 9 12 11

Vediamo un po'... Ecco!

La continuerei cosi': 14 13 16 ...

La funzione che ho trovato e' ( 2 + x2 ) in cui:

x2 e' il campione due passi prima

Dimmi la serie: 1 4 9 16

Vediamo un po'... Ecco!

La continuerei cosi': 25 36 49 ...

La funzione che ho trovato e' x0^2 in cui:

x0 e' la posizione del campione

Dimmi la serie: 2 5 9 19 37

Vediamo un po'... Ecco!

La continuerei cosi': 75 149 299 ...

La funzione che ho trovato e' ( x1 + ( 2 * x2 ) ) in cui:

x1 e' il campione precedente

x2 e' il campione due passi prima

Può anche accadere che la regola non sia data in forma semplificata, o che venga trovata un’altra regola equivalente. Ad esempio

Inserire la serie: 1 9 25 49 81

Vediamo un po'... hhmmm... hhmmm... Ecco!

La continuerei cosi': 121 169 225 ...

La funzione che ho trovato e' ( x1 - ( ( 4.04747 - x1 ) - ( 12.0475 - x2 ) ) ) in cui:

x1 e' il campione precedente

x2 e' il campione due passi prima

Se svolgessimo i calcoli, noteremmo che questa serie e' equivalente alla serie delle potenze dispari.
6.2.14 Conclusioni

A titolo di curiosità, facciamo notare che in alcuni test le serie numeriche appaiono più volte, e che non si devono risolvere un gran numero di esercizi per ottenere un punteggio. Quindi su qualche test si arriva a totalizzare 90, che pur essendo sotto la media, risulta a nostro giudizio molto elevato per un computer.

Ad ogni modo, non si vuole né affermare che attraverso questo algoritmo il computer sia diventato intelligente, né banalizzare i test di intelligenza.

Dobbiamo osservare che per far risolvere al programma il problema abbiamo dovuto ben specificarlo. Abbiamo, cioè, ben definito il campo di ricerca, ed abbiamo dato una regola con cui esplorarlo. Abbiamo dato al computer informazioni in più sulla natura del problema, mentre il test non dà queste informazioni. Infatti il test consisterebbe proprio nel vedere se l’individuo è capace di costruirsi queste informazioni. Per questo motivo, alcune volte le serie vengono date in maniera nascosta, o vengono date serie che non scaturiscono da leggi matematiche. La serie

3 3 3 7 6 3...

è generata contando le lettere dei numeri cardinali (uno, due, tre, quattro...), la serie

1 2 3 5 7...

è la serie dei numeri primi. Queste serie non sono esprimibili dalle semplici relazioni matematiche assunte dal programma, e pertanto non verranno trovate.

La maggior parte della capacità intellettiva non è nell’esecuzione del programma, ma è insita nella sua progettazione, e quindi non può venir attribuita al programma. Quello che il programma esegue è una ricerca nello spazio definito dal programmatore.

Non vogliamo neanche banalizzare i test di intelligenza. È evidente che non possiamo considerare il risultato indicativo dell’intelligenza del nostro computer. I test non furono sviluppati per questo, e quindi sarebbe irragionevole aspettarsi automaticamente un tale risultato. Sarebbe come affermare che, dato che un martello è uno strumento utile per riparare una macchina, deve essere uno strumento utile anche per riparare una lastra di vetro. Il giudizio sugli strumenti per la misurazione dell’intelligenza viene lasciati agli esperti del settore.

Eliminate le due considerazioni precedenti, rimane il fatto che provar a far risolvere al computer dei problemi che vengono proposti per la misurazione dell’intelligenza umana sia simpatico, e probabilmente utile. Nei suddetti test si trovano molti esercizi ben definiti, per cui adatti a essere risolti da un computer. La loro soluzione potrebbe suggerire nuove idee.

Serie caotiche

In questa sezione parleremo degli esperimenti condotti sul riconoscimento delle serie caotiche. Data una serie storica, siamo interessati a riconoscere quel modello analitico che la descrive.

Ci limitiamo a modelli discreti autoregressivi, cioè a modelli in cui il campione è una funzione dei campioni ai passi precedenti. Per non gravare troppo sull’algoritmo, considereremo solo tre istanti precedenti. I modelli che andremo ad identificare, quindi, sono della famiglia
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6.2.15 Parametri per l’algoritmo

Aumentando il numero di variabili, ci aspettiamo che sia più difficile trovare una famiglia adeguata. La popolazione viene quindi tenuta a 70 individui, mentre il numero di sopravvissuti a 10.

Le funzioni che generano le serie caotiche presentano molto raramente le funzioni esponenziali e i seni. I parametri che indicano il massimo numero di seni ed esponenziali nella distribuzione iniziale vengono messi a zero.

6.2.16 Quadratic map

La prima serie che andremo a studiare è quella generata dalla famiglia
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La serie esibisce comportamenti caotici per 
[image: image130.wmf]4

..

57

,

3

=

a

. Noi prenderemo il parametro uguale a 4.

Notiamo come cercare di identificare la funzione 
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 porterebbe ad una funzione terribilmente complessa e poco significativa. L’idea principale che sta sotto alla teoria del caos, è che, anche se i fenomeni sono complessi e impredicibili, le
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Figura 6‑6 Serie caotica generata dalla funzione 
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leggi che li governano rimangono semplici. Il segnale risulta molto elaborato, ma la funzione generatrice è una semplice parabola, che abbiamo identificato già nei test sull’algoritmo.

Per dare un’idea migliore, proviamo a vedere cosa succede nel momento che mettiamo i punti sul piano 
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Figura 6‑7 Valori della serie caotica sul piano 
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Il programma fornisce la funzione migliore trovata ad ogni generazione 

( 0.441155 - ( -0.166729 * x1 ) ) 0.293724

( 0.492328 + ( 0.0805172 * x1 ) ) 0.292877

( ( -1.12238 * x0 ) - ( -1.80615 + x1 ) ) 0.264922

( ( -1.54141 * x0 ) + ( 0.899197 + x0 ) ) 0.249686

( ( -1.54141 * x0 ) + ( 0.899197 + x0 ) ) 0.249686

( ( -1.54141 * x0 ) + ( 0.899197 + x0 ) ) 0.249686

( ( -1.54141 * x0 ) + ( 0.899197 + x0 ) ) 0.249686

( 0.940635 + ( -0.589753 * x0 ) ) 0.247885

( 0.940635 + ( -0.589753 * x0 ) ) 0.247885

( 0.940635 + ( -0.589753 * x0 ) ) 0.247885

( 0.940635 + ( -0.589753 * x0 ) ) 0.247885

( 0.940635 + ( -0.589753 * x0 ) ) 0.247885

( 0.940635 + ( -0.589753 * x0 ) ) 0.247885

( 0.940635 + ( -0.589753 * x0 ) ) 0.247885

( ( 1.06653 - x0 ) * ( ( -1.0015 * x1 ) + ( 1.49046 + x0 ) ) ) 0.163007

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 1.06979 - x0 ) * ( ( -0.999111 * x1 ) + ( 1.47217 + x0 ) ) ) 0.162734

( ( 0.999997 - x0 ) * ( 4.00006 * x0 ) ) 7.20681e-006

( ( 1 - x0 ) * ( 4 * x0 ) ) 5.8471e-007

( ( 1 - x0 ) * ( 4 * x0 ) ) 5.8471e-007

In questo caso la funzione trovata è già in una forma semplificata, ma spesso viene trovata in altre forme. Nel momento che l’errore scende drasticamente, però, si è sempre visto che la funzione trovata può essere espressa nella forma precedente. Non si è mai riscontrato il ritrovamento di leggi completamente diverse ma equivalenti alla prima, come accadeva nel caso delle serie dei test IQ.

6.2.17 Henon map

Proviamo a prendere una funzione più complessa da identificare
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con 
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Anche questa serie viene riconosciuta correttamente.

Dobbiamo però notare come già con questa funzione i tempi richiesti salgono nell’ordine dei venti-trenta minuti. Come ci aspettavamo, l’algoritmo non riesce a contenere l’aumento della complessità.

La funzione sembra molto simile ad una parabola, ma notiamo che il valore al quadrato è del passo precedente mentre quello non al quadrato è di due passi precedenti. Ci aspetteremmo che l’algoritmo si comporti molto bene anche qui. Dobbiamo osservare che l’albero che rappresenta la funzione è di quattro livelli e quasi completo. Ci sono poche funzioni ridondanti che possono essere identificate al posto di questa. Praticamente l’algoritmo deve trovare la funzione tra quelle di livello cinque, scegliendo fra tre variabili.

Introducendo l’operatore di mutazione sulla forma, si è notato che l’algoritmo riconosce più velocemente la funzione, di solito trovando una funzione molto simile 
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 e aggiungendo ciò che rimane, ma tende molto frequentemente a generare funzioni di una complessità crescente. Se non si vuole perdere la stabilità dell’algoritmo, si deve pensare ad altre soluzioni più sofisticate.

6.2.18 Conclusioni

Anche se abbiamo raggiunto il limite delle possibilità dell’algoritmo, pensiamo che anche questi esperimenti sulle serie caotiche contribuiscano a rafforzare l’idea che l’approccio proposto sia valido.

Ricordiamo, comunque, che l’algoritmo è stato capace di trovare una correlazione fra questi dati caotici perché esiste una legge semplice sottostante. L’algoritmo non è capace di trovare leggi da valori casuali. Se lo facesse dubiteremmo della sua affidabilità.

7 Conclusioni

Abbiamo visto che l’approccio proposto in questo lavoro risulta interessante. Sui casi per cui l’algoritmo era stato progettato per funzionare, cioè casi con funzioni di profondità limitata e con numero di parametri non eccessivo, l’algoritmo risulta preciso, veloce e stabile. Preciso perché la soluzione individuata è corretta, veloce perché viene trovata in tempi ragionevoli, stabile perché l’influenza del rumore nei dati e del seme del generatore casuale non è eccessiva.

Detto questo, sarebbe interessante provare a risolvere quei problemi che abbiamo tralasciato in fase di progettazione, o che abbiamo riscontrato nella fase sperimentale, per realizzare un sistema che possa affrontare anche problemi più complessi.

Vediamo alcune idee.

7.1 Analisi sulle variabili rilevanti

Abbiamo visto come all’aumentare delle variabili indipendenti le prestazioni calano. Questo perché l’algoritmo cerca la funzione in uno qualsiasi dei sottospazi dello spazio individuato dalle variabili, anche se non tutti sono rilevanti.

Se ci viene dato un certo numero di variabili indipendenti ed una dipendente, per prima cosa dovremmo decidere quali di queste sono rilevanti e quali no. Nel caso dei dati fisici, abbiamo accennato al fatto che, per trovare una funzione, abbiamo bisogno che ci sia un certo allineamento tra i dati: non si può trovare una linea in una nuvola di punti. Se in un determinato sottospazio, i punti risultano troppo sparpagliati, è inutile provare a trovare una funzione. Dovremmo, quindi, trovare prima quei sottospazi in cui i punti siano abbastanza vicini per poter descrivere il loro andamento tramite una funzione algebrica.

7.2 Operatori sulla forma

Abbiamo visto come l’operatore di mutazione sulla forma rende possibile risultati migliori, ma rende l’algoritmo più instabile. La sfida in questo caso è di trovare un modo per far salire la complessità solo temporaneamente, forse con un operatore che sia capace, dato un albero di una funzione complessa, di “potare” quei rami che contribuiscono poco alla bontà della funzione.

Un altra strada da percorrere potrebbe essere lo sviluppo di una sorta di mappa che classifichi le funzioni secondo certe proprietà, e le organizzi in modo che si possa passare da una all’altra senza che l’andamento cambi drasticamente.

Un operatore di semplificazione algebrica porterebbe un aumento delle prestazioni ed un aumento della leggibilità dalle funzioni trovate.

7.3 Operatori sui parametri

La funzione che valuta la complessità dipende solo dalla forma, dato che la scelta di un valore piuttosto che un altro non viene sentita come un aumento di complessità  La ricerca dei parametri è quindi basata, anche in caso di funzione di valutazione completa, solo sul residuo. In più, durante lo svolgimento di questo lavoro, abbiamo notato come i risultati che si ottengono utilizzando residui diversi non sono poi così distanti.

Viene allora a mancare la motivazione per non utilizzare la regressione statistica come stimatore dei parametri. Anche se questa funziona solo sui minimi quadrati, e noi volessimo utilizzare un’altro tipo di residuo, potremmo sempre utilizzare il risultato della regressione per inizializzare un altro algoritmo che opera sul residuo scelto, accelerando molto la convergenza.

Si può pensare di analizzare l’albero, e di rendere la forma lineare nei parametri, in modo da poter utilizzare direttamente le formule risolutive. Questo aumenterebbe le prestazioni drasticamente.

Nel caso non sia possibile, si potrebbe utilizzare un algoritmo genetico per i minimi globali, come quello introdotto in questo lavoro, per inizializzare e seguire varie evoluzioni della regressione non lineare.

Bibliografia

Analisi di regressione statistica

Bevington P. R., 1969: Data Reduction and Error Analysis for the Physical Sciences. McGraw-Hill, New York. 336 pp.

Cuthbert T. R. Jr., 1987: Optimization using personal computers. John Wiley & Sons, New York. 474 pp.

Draper N. R. and Smith H., 1981: Applied regression analysis. John Wiley and Sons, New York. 709 pp.

Kenney J. F. and Keeping E. S., 1962: Linear Regression and Correlation. Ch. 15 in Mathematics of Statistics, Pt.1, 3rd ed. Princeton, Van Nostrand, NJ, pp. 252-285.

Lawson C. and Hanson R., 1974: Solving Least Squares Problems. Prentice-Hall Englewood Cliffs, NJ.

Mosteller and Turkey, 1977: Data Analysis and Regression McGraw-Hill, New York.

Ratkowsky D. A., 1983: Nonlinear regression modeling. Marcel Dekker, New York, 276 p.

Weisberg S., 1985: Applied linear regression (2nd ed.) Wiley, New York.

Weisstein E., 1996: http://mathworld.wolfram.com Eric Weisstein’s World of Mathematics. Wolfram Research Inc.

Algoritmi genetici

Goldberg David, E. 1989: Genetic Algorithms in Search, Optimization and Machine Learning. Addison-Wesley, Reading, MA.

Holland John H., 1975: Adaptation in Natural and Artificial Systems, PhD Thesis, University of Michigan Press, Ann Arbor, MI.

Holland John H., 1986: Escaping brittleness: The possibilities of general-purpose learning algorithms applied to parallel rule-based systems. In Michalski Ryszard S., Carbonell Jaime G. and Mitchell Tom M. Machine Learning: An Artificial Intelligence Approach, Volume II pp. 593-623. Morgan Kaufman, Los Altos, CA.

Koza John, 1990: Genetic Programming: a paradigm for genetically breeding populations of Computer Programs to Solve Problems. Stanford University, Stanford, CA.

Koza John, 1992: Genetic Programming: on the Programming of Computers by Means of Natural Selection. MIT Press, Cambridge, MA.

Koza John, 1994: Genetic Programming II: Automatic Discovery of Reusable Programs. MIT Press, Cambridge, MA.

Test d’intelligenza

Bates Timothy, 1999: http://www.bhs.mq.edu.au/~tbates/104/104_overview.html IQ: A Structure for Understanding. Macquarie University, Sydney.

Eysenck H. J. 1962: Le prove d’intelligenza. RCS, Milano.

Herrnstein R. J., Settembre 1971: I.Q. The Atlantic Monthly, 43-64.

Herrnstein R. J., Agosto 1982: I.Q. testing and the media. The Atlantic Monthly, 68-74

Kamin L. J., 1974: The science and politics of I.Q. Wiley, New York.

Lord F. M., 1952: A theory of test scores. Psychometric Monographs, New York.

Snyderman M. and Rothman S., 1988: The I.Q. controversy: the media and public policy. Transaction Books, New Brunswick, NJ.

Appendice A: regressione

Regressione lineare con distanze ortogonali

Il residuo della regressione per un set di n punti usando le distanze perpendicolari, non al quadrato, 
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Dato che la distanza perpendicolare dalla retta 
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la funzione da minimizzare è
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Sfortunatamente, siccome la funzione valore assoluto non ha derivate continue, la minimizzazione di 
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 non ammette una soluzione analitica. Però, se eleviamo al quadrato le distanze perpendicolari otteniamo
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che può essere invece minimizzata. Il problema può essere risolto in forma chiusa. 
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Le due equazioni diventano
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Dato che
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Possiamo scrivere


[image: image156.wmf](

)

(

)

(

)

0

2

1

2

2

1

2

2

2

2

2

2

=

+

+

+

-

-

+

-

-

+

å

å

å

å

å

å

å

å

å

x

b

x

ab

a

xy

b

y

a

y

b

x

b

x

a

xy

b



[image: image157.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

[

]

+

+

-

+

+

+

-

+

å

å

å

2

2

2

2

2

2

2

1

1

y

b

xy

b

b

x

b

b

b

b



[image: image158.wmf](

)

[

]

0

1

2

2

1

2

2

2

=

+

-

+

+

-

+

å

å

å

ba

y

ab

x

ab

b

a



[image: image159.wmf](

)

(

)

0

2

1

1

2

2

2

2

2

=

+

-

-

+

+

-

+

-

å

å

å

å

å

n

ba

y

ab

x

b

a

y

b

xy

b

x

b

.

Mettiamo insieme le due equazioni
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Dopo qualche altro passaggio si ha
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Definiamo quindi
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e la soluzione del polinomio dà
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Facciamo notare come questo processo non sia estendibile ad un generico polinomio. Infatti questo processo condurrebbe ad un’equazione di ordine superiore, che sappiamo non avere soluzione analitica a partire dal quinto grado.

Regressione lineare con distanze verticali

Passiamo adesso all’approccio basato sulle distanze verticali. La quantità da minimizzare risulta
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Notiamo che questa procedura non minimizza l’effettiva deviazione dalla linea (che dovrebbe essere misurata perpendicolarmente alla linea stessa). Inoltre, sebbene la somma delle semplici distanze sembrerebbe una quantità più appropriata da minimizzare, l’uso del valore assoluto porterebbe a discontinuità nelle derivate che non permetterebbero una trattazione analitica. I quadrati delle distanze da ogni punto sono perciò sommati, e il residuo risultante è minimizzato per trovare la linea migliore.

Le condizioni per avere 
[image: image167.wmf]2

R

 minino sono


[image: image168.wmf]0

2

=

¶

¶

i

a

R


per 
[image: image169.wmf]n

i

,...,

1

=

. Per un fit lineare


[image: image170.wmf](

)

bx

a

b

a

x

f

+

=

,

,

,

perciò


[image: image171.wmf](

)

(

)

[

]

å

=

+

-

º

n

i

i

i

bx

a

y

b

a

R

1

2

2

,



[image: image172.wmf](

)

[

]

0

2

1

2

=

+

-

-

=

¶

¶

å

=

n

i

i

i

bx

a

y

a

R



[image: image173.wmf](

)

[

]

0

2

1

2

=

+

-

-

=

¶

¶

å

=

i

n

i

i

i

x

bx

a

y

b

R


Questo conduce alle equazioni
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in cui gli indici sono stati tralasciati per brevità. In forma matriciale
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per cui
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Sviluppando i calcoli della matrice inversa si ha


[image: image178.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

å

å

å

å

å

å

å

å

å

y

x

xy

n

y

x

x

x

y

x

x

n

b

a

2

2

2

1

,

e per finire
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Regressione lineare - caso multivariabile

Possiamo generalizzare quest’ultimo procedimento da una retta (cioè un polinomio di primo grado) ad un polinomio di grado 
[image: image183.wmf]k

:


[image: image184.wmf]k

k

x

a

x

a

a

y

+

+

+

=

...

1

0

.

Il residuo è dato da
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Le derivate parziali (eliminando gli indici ancora una volta) sono
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Questo conduce alle equazioni
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che in forma matriciale diventano
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Possiamo anche ottenere la matrice per il miglior fit scrivendo


[image: image193.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

n

k

k

n

n

k

k

y

y

y

a

a

a

x

x

x

x

x

x

M

M

L

M

O

M

M

L

L

2

1

1

0

2

2

1

1

1

1

1

.

Premoltiplicando da tutte e due le parti con la trasposta della prima matrice otteniamo
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e sviluppando i calcoli
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Notiamo che ponendo k=1 riotteniamo la regressione su di una retta.

In notazione matriciale possiamo scrivere
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Questa può essere risolta premoltiplicando la matrice trasposta
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Questa equazione matriciale può essere risolta numericamente, o può essere invertita per ottenere la soluzione
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Possiamo estendere i minimi quadrati lineari anche al caso multivariabile. La funzione in questo caso è data da
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il residuo è dato da
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Le derivate parziali (eliminando gli indici ancora una volta) sono
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Sviluppando si ha
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In forma matriciale
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Similmente a quanto fatto prima, possiamo ottenere la matrice anche in un altro modo. Scriviamo


[image: image210.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

n

k

n

k

n

n

k

k

k

y

y

y

y

a

a

a

a

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

M

M

L

M

O

M

M

M

L

L

L

3

2

1

2

1

0

2

1

3

3

2

3

1

2

2

2

2

1

1

1

2

1

1

1

1

1

1

.

Come prima, premoltiplicando da tutte e due le parti con la trasposta della prima matrice otteniamo
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e sviluppando i calcoli riotteniamo
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Allegato A: codice

Alleghiamo il codice che abbiamo sviluppato. Le classi che costituiscono la libreria sono all’inizio, seguite dai programmi utilizzati per compiere le analisi.

I file risultano nell’ordine:

Libreria

Random.h – Random.cpp

Function.h – Function.cpp

DataSet.h – DataSet.cpp

PointsDataSet.h – PointsDataSet.cpp

SeriesDataSet.h – SeriesDataSet.cpp

LocalFinder.h – LocalFinder.cpp

GlobalFinder.h – GlobalFinder.cpp

FamilyFinder.h – FamilyFinder.cpp

Esperimenti sulla regressione

Regr.cpp

Esperimenti sui dati provenienti da fenomeni fisici

Physics.cpp

PhysicsDataSet.h – PhysicsDataSet.cpp

Esperimenti sulle serie dei test IQ

IQTest.cpp

Esperimenti sulle serie caotiche

TestSeries.cpp

Random.h

//  Random.h

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 7 April 1999

//  Last change: 9 February 2000

//

//  General purpouse random distribution functions

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(RANDOM_H)

#define RANDOM_H

#include <cstdlib>

double gauss();

unsigned short int uniformInt();

double uniformDouble();

double maxDouble();

inline double uniform(double min, double max)

{


return min+(double)rand()*(max-min)/RAND_MAX;

}

inline int uniform(int min, int max)

{


return min+(rand()*(max-min))/RAND_MAX;

}

#endif // !defined(RANDOM_H)

Random.cpp

//  Random.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 7 April 1999

//  Last change: 9 February 2000

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "Random.h"

#include <cstdlib>

// Gaussian distribution

double gauss()

{


int i;


double val=0,r;


r= (double) RAND_MAX;


for (i=0; i<12;i++)


{



val+=(double)rand()/r;


}


val-=6;


return val;

}

// Uniform distribution over an int

unsigned short int uniformInt()

{


return (unsigned short int) rand()+(RAND_MAX+1)*rand();

}

// uniform distribution over a double

double uniformDouble()

{


unsigned short int Number[4];


for(int n=0;n<4;n++)


{



Number[n]=uniformInt();


}


return (*((double*)Number));

}

double maxDouble()

{


static bool done = false;


static double max = 0;


if (!done)


{



double value, oldvalue;



value = 1;



oldvalue =0;



while(value>oldvalue)



{




oldvalue = value;




value*= 1.01;



}



max = value;



done = true;


}


return max;

}

Function.h

//  Function.h

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 12 October 1999

//  Last change: 9 February 2000

//

//  Class for function construction and evaluation

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(FUNCTION_H)

#define FUNCTION_H

#include <iostream>

#include <vector>

enum EntryType

{


ADD = 0,



SUB = 1,



MUL = 2,



DIV = 3,



POW = 4,



REP = 20,



EXP = 21,



SIN = 22,



COS = 23,



CON = 100,



VAR = 101

};

struct FormEntry

{


EntryType eType;


int op1;


int op2;

};

class Function  

{

public:

// Constructors and destructors


Function();


Function(const double constant);


Function(const Function &F);


Function(const EntryType nType, const int par=0);


virtual ~Function();

// Operators


Function operator=(const Function &op2);


Function operator()(const Function &op2);


double operator()(const std::vector<double> &op2);


friend Function operator+(const Function &op1, const Function &op2);


friend Function operator-(const Function &op1, const Function &op2);


friend Function operator*(const Function &op1, const Function &op2);


friend Function operator/(const Function &op1, const Function &op2);


friend Function operator^(const Function &op1, const Function &op2);


friend std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, const Function o);

// Utility functions


void displayStatus();


Function getSubtree(int op) const;


int countDepth() const;


int countOccurrences(const EntryType nType) const;


int countOccurrences(const EntryType nType, int op1) const;


const std::vector<double>& getConstants() const { return constants;};


void setConstants(const std::vector<double>& newConstants) { constants = newConstants;};

private:


int speciesTag;


std::vector<FormEntry> form;


std::vector<double> constants;


std::vector<double> tempCalc;


void copyConstants(const int nStart, const int nLength, const std::vector<double> &Data);


void copyForm(const int nStart, const int nLength, const std::vector<FormEntry> &Data);


void mergeFunction(const Function F);


void outForm(std::ostream &stream, int offForm);

};

#endif // !defined(FUNCTION_H)

Function.cpp

//  Function.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 12 October 1999

//

//  10 February 2000: discovered that STL uses = for copy. operator=

//     changed.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "Function.h"

#include <cmath>

#include "assert.h"

#include "iostream.h"

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Construction/Destruction

//////////////////////////////////////////////////////////////////////


Function::Function()



: constants(1), form(1), tempCalc(1)


{



form[0].eType=CON; form[0].op1=0;



constants[0]=0;



speciesTag=0;


}


Function::Function(const Function &F)



: constants(F.constants.size()), form(F.form.size()), tempCalc(F.form.size())


{



copyForm(0, F.form.size(), F.form);



copyConstants(0, F.constants.size(), F.constants);



speciesTag=F.speciesTag;


}


Function::Function(const double constant)



:constants(1), form(1), tempCalc(1)


{



form[0].eType=CON; form[0].op1=0;



constants[0]=constant;



speciesTag = rand();


}


Function::Function(const EntryType nType, int par)



: constants(0), form(2), tempCalc(2)


{



switch (nType)



{



case EXP:




form[0].eType=VAR;




form[1].eType=EXP; form[1].op1=0;




break;



case SIN:




form[0].eType=VAR;




form[1].eType=SIN; form[1].op1=0;




break;



case COS:




form[0].eType=VAR;




form[1].eType=COS; form[1].op1=0;




break;



case VAR:




form[0].eType=VAR;




form[0].op1=par;




form.resize(1);




tempCalc.resize(1);




break;



}



speciesTag=rand();


}


Function::~Function()


{


}


Function Function::operator=(const Function &op2)


{



if (speciesTag!=op2.speciesTag)



{




speciesTag=op2.speciesTag;




form = op2.form;




tempCalc.resize(form.size());

//


form.resize(op2.form.size());

//


copyForm(0, op2.form.size(), op2.form);

//


constants.resize(op2.constants.size());



}



constants = op2.constants; //copyConstants(0, op2.constants.size(), op2.constants);



return *this;


}


Function Function::operator()(const Function &op2)


{



Function temp;



temp=op2;



temp.mergeFunction(*this);



int nEnd=temp.form.size();



for(int count=op2.form.size(); count<nEnd; count++)



{




if (temp.form[count].eType==VAR)




{





temp.form[count].eType=REP;





temp.form[count].op1=op2.form.size()-1;




}



}



temp.speciesTag=rand();



tempCalc.resize(form.size());



return temp;


}


double Function::operator()(const std::vector<double> &op2)


{



for (int count=0; count<form.size(); count++)



{




switch (form[count].eType)




{




case ADD:





tempCalc[count]=tempCalc[form[count].op1] +






tempCalc[form[count].op2];





break;




case SUB:





tempCalc[count]=tempCalc[form[count].op1] -






tempCalc[form[count].op2];





break;




case MUL:





tempCalc[count]=tempCalc[form[count].op1] *






tempCalc[form[count].op2];





break;




case DIV:





tempCalc[count]=tempCalc[form[count].op1] /






tempCalc[form[count].op2];





break;




case POW:





tempCalc[count]=pow(tempCalc[form[count].op1],






tempCalc[form[count].op2]);





break;




case EXP:





tempCalc[count]=exp(tempCalc[form[count].op1]);





break;




case SIN:





tempCalc[count]=sin(tempCalc[form[count].op1]);





break;




case COS:





tempCalc[count]=cos(tempCalc[form[count].op1]);





break;




case CON:





tempCalc[count]=constants[form[count].op1];





break;




case VAR:





tempCalc[count]=op2[form[count].op1];





break;




case REP:





tempCalc[count]=tempCalc[form[count].op1];





break;




}



}



return tempCalc[form.size()-1];


}


Function operator+(const Function &op1, const Function &op2)


{



Function temp;



FormEntry eTemp;



eTemp.eType=ADD;



eTemp.op1=op1.form.size()-1;



eTemp.op2=op1.form.size()+op2.form.size()-1;



temp=op1;



temp.mergeFunction(op2);



temp.form.push_back(eTemp);



temp.speciesTag=rand();



temp.tempCalc.resize(temp.form.size());



return temp;


}


Function operator-(const Function &op1, const Function &op2)


{



Function temp;



FormEntry eTemp;



eTemp.eType=SUB;



eTemp.op1=op1.form.size()-1;



eTemp.op2=op1.form.size()+op2.form.size()-1;



temp=op1;



temp.mergeFunction(op2);



temp.form.push_back(eTemp);



temp.speciesTag=rand();



temp.tempCalc.resize(temp.form.size());



return temp;


}


Function operator*(const Function &op1, const Function &op2)


{



Function temp;



FormEntry eTemp;



eTemp.eType=MUL;



eTemp.op1=op1.form.size()-1;



eTemp.op2=op1.form.size()+op2.form.size()-1;



temp=op1;



temp.mergeFunction(op2);



temp.form.push_back(eTemp);



temp.speciesTag=rand();



temp.tempCalc.resize(temp.form.size());



return temp;


}


Function operator/(const Function &op1, const Function &op2)


{



Function temp;



FormEntry eTemp;



eTemp.eType=DIV;



eTemp.op1=op1.form.size()-1;



eTemp.op2=op1.form.size()+op2.form.size()-1;



temp=op1;



temp.mergeFunction(op2);



temp.form.push_back(eTemp);



temp.speciesTag=rand();



temp.tempCalc.resize(temp.form.size());



return temp;


}


Function operator^(const Function &op1, const Function &op2)


{



Function temp;



FormEntry eTemp;



eTemp.eType=POW;



eTemp.op1=op1.form.size()-1;



eTemp.op2=op1.form.size()+op2.form.size()-1;



temp=op1;



temp.mergeFunction(op2);



temp.form.push_back(eTemp);



temp.speciesTag=rand();



temp.tempCalc.resize(temp.form.size());



return temp;


}


std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, Function o)


{



o.outForm(stream, o.form.size() - 1);



return stream;


}


void Function::copyForm(const int nStart, const int nLength,



const std::vector<FormEntry> &Data)


{



int count1=nStart;



int count2=0;



for(; count2<nLength; count1++, count2++)



{




form[count1]=Data[count2];



}


}


void Function::copyConstants(const int nStart, const int nLength,








 const std::vector<double> &Data)


{



int count1=nStart;



int count2=0;



for(; count2<nLength; count1++, count2++)



{




constants[count1]=Data[count2];



}


}


void Function::mergeFunction(const Function F)


{



int nOldform=form.size();



int ncopyForm=F.form.size();



int nNewform=nOldform+ncopyForm;



int nOldConst=constants.size();



int nCopyConst=F.constants.size();



int nNewConst=nOldConst+nCopyConst;



form.resize(nNewform);



copyForm(nOldform, ncopyForm, F.form);



for (int count=nOldform; count<nNewform; count++){




if (form[count].eType==CON)




{





form[count].op1+=nOldConst;




}




else if (form[count].eType==VAR)




{




}




else //if (form[count].eType<CON)




{





form[count].op1+=nOldform;





form[count].op2+=nOldform;




}



}



constants.resize(nNewConst);



copyConstants(nOldConst, nCopyConst, F.constants);


}


void Function::outForm(std::ostream &stream, int offform)


{



switch (form[offform].eType)



{



case ADD:




stream << "( ";




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << " + ";




outForm(stream, form[offform].op2);




stream << " )";




break;



case SUB:




stream << "( ";




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << " - ";




outForm(stream, form[offform].op2);




stream << " )";




break;



case MUL:




stream << "( ";




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << " * ";




outForm(stream, form[offform].op2);




stream << " )";




break;



case DIV:




stream << "( ";




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << " / ";




outForm(stream, form[offform].op2);




stream << " )";




break;



case POW:




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << "^";




outForm(stream, form[offform].op2);




break;



case EXP:




stream << "exp( ";




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << " )";




break;



case SIN:




stream << "sin( ";




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << " )";




break;



case COS:




stream << "cos( ";




outForm(stream, form[offform].op1);




stream << " )";




break;



case CON:




stream << constants[form[offform].op1];




break;



case VAR:




stream << "x" << form[offform].op1;




break;



case REP:




outForm(stream, form[offform].op1);




break;



default:




break;



}


}

int Function::countOccurrences(const EntryType nType) const

{


int nOcc=0;


for (int count = 0; count < form.size(); count++)


{



if (form[count].eType == nType) nOcc++;


}


return nOcc;

}

int Function::countOccurrences(const EntryType nType, int op1) const

{


int nOcc=0;


for (int count = 0; count < form.size(); count++)


{



if ((form[count].eType == nType) && (form[count].op1 == op1)) nOcc++;


}


return nOcc;

}

int Function::countDepth() const

{


std::vector<double> temp(form.size());



for (int count=0; count<form.size(); count++)



{




switch (form[count].eType)




{




case ADD:




case SUB:




case MUL:




case DIV:




case POW:





if (temp[form[count].op1]>temp[form[count].op2])






temp[count]=temp[form[count].op1]+1;





else temp[count]=temp[form[count].op1]+1;





break;




case EXP:




case SIN:




case COS:





temp[count]=temp[form[count].op1]+1;





break;




case CON:




case VAR:





temp[count]=1;





break;




case REP:





temp[count]=temp[form[count].op1];





break;




}



}



return temp[form.size()-1];

}

Function Function::getSubtree(int op) const

{


assert((op==1) || (op==2));


Function temp;


temp.constants = constants;


int start;


if (form[form.size()-1].eType < REP)


{



if (op == 1) start = form[form.size()-1].op1;



if (op == 2) start = form[form.size()-1].op2;


}


else if (form[form.size()-1].eType < CON)


{



start = form[form.size()-1].op1;


}


else


{



start = form.size()-1;


}


temp.form = form;


temp.form.resize(start+1);


temp.speciesTag=rand();


return temp;

}

void Function::displayStatus()

{


std::cout << "Function Status\n";


std::cout << "Constants:\n";


for (int count=0; count<constants.size(); count++)


{



std::cout << "  " << constants[count] << "\n";


}


std::cout << "Form:\n";


for (count=0; count<form.size(); count++)


{



std::cout << "  " << form[count].eType;



std::cout << "  " << form[count].op1;



std::cout << "  " << form[count].op2 << "\n";


}


std::cout << "speciesTag: " << speciesTag << std::endl;

}

DataSet.h

//  DataSet.h

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 3 January 2000

//  Last change: 9 February 2000

//

//  Data structure with fitness function

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(DATASET_H)

#define DATASET_H

#include <iostream>

#include <vector>

class Function;

class DataSet  

{

public:

//
void addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP);


DataSet();


virtual ~DataSet();


virtual int getNVariables() const=0;


virtual double error(Function &f) const=0;

//
virtual double distance(Function &f1, Function &f2) const=0;

//
friend std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, DataSet o);

//
friend std::istream &operator>>(std::istream &stream, DataSet &o);

//private:

//
std::vector<std::vector<double>*> x;

//
std::vector<double> y;

//
int nVariables;

};

#endif // !defined(DATASET_H)

DataSet.cpp

//  DataSet.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 3 January 2000

//  Last change: 9 February 2000

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "DataSet.h"

#include "Function.h"

#include <cmath>

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Construction/Destruction

//////////////////////////////////////////////////////////////////////


DataSet::DataSet()


{


}


DataSet::~DataSet()


{


}

PointsDataSet.h

// PointsDataSet.h: interface for the PointsDataSet class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(AFX_POINTSDATASET_H__433B7EC2_2687_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_)

#define AFX_POINTSDATASET_H__433B7EC2_2687_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_

#if _MSC_VER > 1000

#pragma once

#endif // _MSC_VER > 1000

#include "DataSet.h"

class PointsDataSet : public DataSet  

{

public:


PointsDataSet(int nVar=1);


virtual ~PointsDataSet();


virtual double error(Function &f)const;

//
virtual double distance(Function &f1, Function &f2) const;


virtual void addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP);


virtual int getNVariables() const { return nVariables;};


friend std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, PointsDataSet o);


friend std::istream &operator>>(std::istream &stream, PointsDataSet &o);

protected:


std::vector<std::vector<double>*> x;


std::vector<double> y;


int nVariables;

};

#endif // !defined(AFX_POINTSDATASET_H__433B7EC2_2687_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_)

PointsDataSet.cpp

// PointsDataSet.cpp: implementation of the PointsDataSet class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "PointsDataSet.h"

#include "Function.h"

#include <cmath>

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Construction/Destruction

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

PointsDataSet::PointsDataSet(int nVar)

{


nVariables=nVar;

}

PointsDataSet::~PointsDataSet()

{

}

std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, PointsDataSet o)

{


for(int count=0; count<o.x.size(); count++)


{



stream << o.y[count];



for (int var=0; var<o.nVariables; var++)



{




stream << " " << (*o.x[count])[var];



}



stream << "\n";


}


stream << std::endl;


return stream;

}

std::istream &operator>>(std::istream &stream, PointsDataSet &o)

{


std::vector<double> xP(o.nVariables, 0);


double yP;


while (1)


{



stream >> yP;



for (int count=0; count<o.nVariables; count++)



{




stream >> xP[count];



}



if(stream.eof()) break;



o.addPoint(xP, yP);


}


return stream;

}

void PointsDataSet::addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP)

{


std::vector<double>* temp = new std::vector<double>;


*temp = xP;



x.push_back(temp);


y.push_back(yP);

}

double PointsDataSet::error(Function &f) const

{


double result=0;


for (int count=0; count<x.size(); count++)


{



result+=pow((f(*x[count])-y[count]),2);


}


result/=x.size();


result=sqrt(result);


return result;

}

SeriesDataSet.h

// SeriesDataSet.h: interface for the SeriesDataSet class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(AFX_SERIESDATASET_H__433B7EC5_2687_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_)

#define AFX_SERIESDATASET_H__433B7EC5_2687_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_

#if _MSC_VER > 1000

#pragma once

#endif // _MSC_VER > 1000

#include "DataSet.h"

class SeriesDataSet : public DataSet  

{

public:


double predictor(int nSteps, Function F, int sample=-1);


void displayStatus() const;


virtual void addSample(double sample);


int nSamples() const {return y.size();};


SeriesDataSet(int nVar=1, bool count=false);


virtual ~SeriesDataSet();


virtual int getNVariables() const { return nTotVar; };


virtual double error(Function &f) const;

//
virtual double distance(Function &f1, Function &f2) const;


friend std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, SeriesDataSet o);


friend std::istream &operator>>(std::istream &stream, SeriesDataSet &o);

protected:


void addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP);


std::vector<std::vector<double>*> x;


std::vector<double> y;


std::vector<double> series;


int nVariables;


int nTotVar;


bool countSamples;

};

#endif // !defined(AFX_SERIESDATASET_H__433B7EC5_2687_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_)

SeriesDataSet.cpp

// SeriesDataSet.cpp: implementation of the SeriesDataSet class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "SeriesDataSet.h"

#include "Function.h"

#include <math.h>

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Construction/Destruction

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

SeriesDataSet::SeriesDataSet(int nVar, bool count)

{


countSamples = count;


nVariables = nVar;


if (count) nTotVar = nVar+1;


else nTotVar=nVar;

}

SeriesDataSet::~SeriesDataSet()

{

}

void SeriesDataSet::addSample(double sample)

{


series.push_back(sample);

//
if (series.size()>=nVariables)

//
{



std::vector<double> temp;



if (countSamples) temp.push_back(series.size());



int count=0;



for (; ((count<nVariables) && (series.size()-count)>1); count++)



{

// Attenzione! Bug nel compilatore! (series.size()-count-2)>0 valuta male,

// (series.size()-count)>2 valuta bene.




temp.push_back(series[series.size()-count-2]);



}



for (;count<nVariables;count++)



{




temp.push_back(0);



}



addPoint(temp, sample);

//
}

}

std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, SeriesDataSet o)

{


for(int count=0; count<o.series.size(); count++)


{



stream << o.series[count];



stream << " ";


}


stream << std::endl;


return stream;

}

std::istream &operator>>(std::istream &stream, SeriesDataSet &o)

{


double yP;


while (1)


{



stream >> yP;



if(stream.eof()) break;



o.addSample(yP);


}


return stream;

}

void SeriesDataSet::addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP)

{


std::vector<double>* temp = new std::vector<double>;


*temp = xP;



x.push_back(temp);


y.push_back(yP);

}

void SeriesDataSet::displayStatus() const

{


std::cout << "SeriesDataSat displayStatus";


std::cout << "\ncountSample: " << countSamples;


std::cout << "\nnVariables: " << nVariables;


std::cout << "\nseries:";


for (int count=0; count<series.size(); count++)


{



std::cout << " " << series[count];


}


std::cout << "\ny:";


for (count=0; count<y.size(); count++)


{



std::cout << " " << y[count];


}


std::cout << "\nx:";


for (int point=0; point<x.size(); point++)


{


for (count=0; count<(*x[point]).size(); count++)


{



std::cout << " " << (*x[point])[count];


}


std::cout << "\n  ";


}

}

double SeriesDataSet::error(Function &f) const

{


double result=0;


int count=0;


for (int i=nTotVar; i>0; i--)


{



if(f.countOccurrences(VAR, i))



{




count=i;




break;



}


}


if (!countSamples) count++;


if ((x.size()-count)==1) return 1000;


for (; count<x.size(); count++)


{



result+=pow((f(*x[count])-y[count]),2);


}


result/=x.size();


result=sqrt(result);


return result;

}

double SeriesDataSet::predictor(int nSteps, Function F, int sample)

{


if (sample<0) sample = y.size()-1;


std::vector<double> xOld, xTemp;


double yOld, yTemp;


xTemp = *x[sample];


yTemp = y[sample];


int lim = 0;


if (countSamples) lim=1;


for (int count=0; count<nSteps; count++)


{



xOld = xTemp;



yOld = yTemp;



if (countSamples)



{




xTemp[0] = xOld[0] + 1;

//


std::cout << xTemp[0] << " " << xOld[0] << "\n";



}



for (int i=xTemp.size()-1; i>lim; i--)



{




xTemp[i]=xTemp[i-1];

//


std::cout << xTemp[i] << " " << xOld[i] << "\n";



}



xTemp[lim]=yOld;



yTemp=F(xTemp);


}


return yTemp;

}

LocalFinder.h

//  LocalFinder.h

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 9 February 2000

//

//  Algorythm for finding a local minimum.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(LOCALFINDER_H)

#define LOCALFINDER_H

#include "Function.h"

#include "DataSet.h"

//  class DataSet;

//
class Function;

class LocalFinder

{

public:


LocalFinder();


LocalFinder(const Function &f, const DataSet &d, int nPop = 1);


virtual ~LocalFinder();


void setData (DataSet *d) {data = d;};


void setFunction (const Function &f) {best = f;};


void evolve (int iterations);


const Function& getBest() const {return best;};


double getError() const {return errorBest;};


int getIterations() const {return nIterations;};


bool foundMinimum() const {if ((nIterations - lastGoodIteration) > emptyIterationCut) return true;









else return false;}


bool operator<(const LocalFinder op2);


friend std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, LocalFinder o);

private:


void exploreDirection(double coeff = 0);


void newBest();


double error(Function& F);


void mutateGaussian(Function &F);


void sensitivityAnalisys();

// State


int nIterations;


int lastGoodIteration;


std::vector<double> lastIncrement;


Function best;


double errorBest;


std::vector<double> sensitivity;


double sensMod;


bool doneAnalisys;

// Data


const DataSet* data;


int nConstants;

// algorithm parameters (Given by outside, influence the evolution)


int nPopulation;


int emptyIterationCut;

// temp data


Function population;


double errorPopulation;


std::vector<double> newConst;


int nSame;


bool decreasing;

};

/*}*/

#endif // !defined(LOCALFINDER_H)

LocalFinder.cpp

//  LocalFinder.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 9 February 2000

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "LocalFinder.h"

#include "DataSet.h"

#include "Random.h"

#include <math.h>

#include <limits>

#include <assert.h>

void LocalFinder::evolve (int iterations)

{


int lastIteration = nIterations;


bool tillEnd = false;


population=best;


if (iterations >= 0)


{



lastIteration += iterations;


}


else


{



tillEnd = true;


}


while ((nIterations < lastIteration) || (tillEnd && !foundMinimum()))


{



mutateGaussian(population);



errorPopulation=error(population);



// l'ottimizzatore sembra scambiare un > con un < e da' problemi di IND



if (getError()>errorPopulation)



{




newBest();




exploreDirection();



}


}

}

LocalFinder::LocalFinder(const Function &f, const DataSet &d, int nPop)

: sensitivity(f.getConstants().size()),

lastIncrement(f.getConstants().size(), 0),

newConst(f.getConstants().size(), 0)

{


nIterations = 0;


nPopulation = nPop;


emptyIterationCut = 5000;


lastGoodIteration = 0;


nConstants = f.getConstants().size();


best = f;


for (int count = 0; count<nConstants; count++)


{



lastIncrement[count] = 1;


}


data = &d;


double eB=error(best);


if(errorBest = std::numeric_limits<double>::infinity() < eB)



errorBest=std::numeric_limits<double>::infinity();


else errorBest=eB;


sensitivityAnalisys();

}

LocalFinder::~LocalFinder()

{

}

void LocalFinder::sensitivityAnalisys()

{


std::vector<double> newConstants(nConstants);


Function F = best;


double distance;


sensMod = 0;


for (int count = 0; count < nConstants; count++)


{



double x1, x2;



double e1, e2;



newConstants = best.getConstants();



distance = newConstants[count] * 0.01;



x1 = best.getConstants()[count];



x2 = x1+distance;



newConstants[count] = x2;



F.setConstants(newConstants);



e1 = errorBest;



e2 = error(F);

/*

std::cout << "x1 " << x1 << " ";



std::cout << "x2 " << x2 << "\n";



std::cout << "e1 " << e1 << " ";



std::cout << "e2 " << e2 << "\n";*/

//

err = e1 - errorBest;

//

sensitivity[count] = distance / err ;



double diff= e2-e1;//data->distance(F, best);//data->distance(F, best);//e2-e1;



sensitivity[count] = diff/distance;

//

std::cout << "Sensitivity " << sensitivity[count] << "\n";



sensMod+=sensitivity[count]*sensitivity[count];


}


sensMod = sqrt(sensMod);


doneAnalisys = true;

}

std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, LocalFinder o)

{


stream << "LocalFinder status\n";


stream << "Best function: " << o.best << "\n";


stream << "Iterations: " << o.nIterations << "\n";


stream << "Error: " << o.errorBest << "\n";


stream << "Found minimum: " << o.foundMinimum() << "\n";


stream << "Sensitivity :";


for (int count = 0; count < o.sensitivity.size(); count++)


{



stream << " " << o.sensitivity[count];


}


stream << "\n";


return stream;

}

void LocalFinder::mutateGaussian(Function &F)

{


std::vector<double> newConstants(nConstants);


if (doneAnalisys == false) sensitivityAnalisys();


double factor = errorBest/(sensMod*sensMod);


for (int count = 0; count < nConstants; count++)


{



double change=(1/sensitivity[count])*errorBest/sqrt(newConstants.size());



double var = change;//(1-exp(-change));



newConstants[count] = best.getConstants()[count] + gauss()*var;


//sqrt(newConstants.size());

//

newConstants[count] =best.getConstants()[count] - factor*sensitivity[count];


}


F.setConstants(newConstants);

//
std::cout << F << "\n";

}

double LocalFinder::error(Function &F)

{


nIterations++;


double ret =data->error(F);

//
ret = std::numeric_limits<double>::quiet_NaN();

//
assert((ret!=std::numeric_limits<double>::quiet_NaN()));


return ret;

}

void LocalFinder::newBest()

{


for (int count = 0; count<nConstants; count++)


{



lastIncrement[count] = population.getConstants()[count] - best.getConstants()[count];


}


best = population;


doneAnalisys = false;


errorBest = errorPopulation;


lastGoodIteration = nIterations;

}

bool LocalFinder::operator<(const LocalFinder op2)

{


return op2.getError()>getError();

}

LocalFinder::LocalFinder()

: sensitivity(0),

population(0),

errorPopulation(0),

newConst(0),

lastIncrement(0)

{

}

void LocalFinder::exploreDirection(double coeff)

{


Function temp = best;


if (coeff==0)


{



nSame = 0;



decreasing = false;



coeff = 1.0;


}

//
std::cout << coeff;


for (int count = 0; count < nConstants; count++)


{



newConst[count] = best.getConstants()[count] + lastIncrement[count]*coeff;


}


temp.setConstants(newConst);


double errorTemp = error(temp);


if (errorBest > errorTemp)

//
if (errorTemp < errorBest) !!!! Attention: this line isn't at all the same!

//  It doesn't work with indetermined number. Use greater than and you will have no problems.


{



population = temp;



errorPopulation = errorTemp;



newBest();



nSame++;



if (decreasing == true)



{




coeff/=2;




nSame = 0;



}



if (nSame > 4)



{




coeff*=2;




nSame=0;



}

//

std::cout << "*";



if (coeff < 0.5) return;



exploreDirection(coeff);


}


else


{



decreasing = true;



coeff/=2;



nSame = 0;



if (coeff < 0.5) return;



exploreDirection(coeff);


}

}

GlobalFinder.h

//  GlobalFinder.h

//

//
Gabriele Carcassi

//  Creation: 14 February 2000

//

//  Algorythm for finding a global minimum.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(GLOBALFINDER_H)

#define GLOBALFINDER_H

#include "Function.h"

#include "DataSet.h"

#include "LocalFinder.h"

#include <list>

#include <iostream>

class GlobalFinder

{

public:

// constructors and destructor


GlobalFinder(const Function &f, const DataSet &d, int nPop = 3);


GlobalFinder();


virtual ~GlobalFinder();

// commands


void evolve (int iterations);


void setVerbose (bool state) {verbose = state;};

// retrive functions


const Function& getBest() const {return best;};


double getError() const {return errorBest;};


int getIterations() const {return nIterations;};


int getNFunctionTested() const {return nFunctionTested;};


bool finished() const { if ((nIterations-lastImprovement)>10) return true; return false;};

// operators overload


bool operator<(const GlobalFinder op2);


friend std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, GlobalFinder o);

private:


int lastImprovement;


void selectSurvivors();


Function init();


void createNewPopulation();


Function crossover(Function f1, Function f2);

// service functions


double distance(const Function f1, const Function f2);


void selectBest();


void evolvePopulation();

// parameters


int nPopulation;


int nSurvivors;


int nConstants;


int nIterationBlock;


int maxMinimum;

// state data


int nIterations;


int nFunctionTested;


const DataSet* data;


std::vector<LocalFinder> population;


std::vector<LocalFinder> survivors;


Function best;


double errorBest;

// state utility


bool verbose;

};

#endif // !defined(GLOBALFINDER_H)

GlobalFinder.cpp

// GlobalFinder.cpp: implementation of the GlobalFinder class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "GlobalFinder.h"

#include "Random.h"

#include <algorithm>

#include <cmath>

#include <iostream>

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Construction/Destruction

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

GlobalFinder::GlobalFinder(const Function &f, const DataSet &d, int nPop)

: population(0)

{

// Utility


verbose = false;

// Parameters


maxMinimum = 5;          // Max numbers of minima


nIterationBlock = 10;   // Functions tried per iteration per LocalFinder


nPopulation = 8;         // Number of individuals


nSurvivors = 4;


// Before test 10, 6, 3

// Initalization


nIterations = 0;


nFunctionTested = 0;


nConstants = f.getConstants().size();


best = f;


errorBest = maxDouble();


data = &d;

}

GlobalFinder::~GlobalFinder()

{

}

void GlobalFinder::evolve(int iterations)

{


int lastIteration = nIterations + iterations;


for (; nIterations < lastIteration; nIterations++)


{



createNewPopulation();

//

extendPopulation();



evolvePopulation();



selectBest();

//

findNewMinima();

//

removeUselessIndividuals();



selectSurvivors();


}

}

GlobalFinder::GlobalFinder()

: population(0)

{

}

std::ostream &operator<<(std::ostream &stream, GlobalFinder o)

{


stream << o.getBest() << " " << o.getError();

/*
stream << "GlobalFinder status\n";


stream << "Best function: " << o.best << "\n";


stream << "Error: " << o.errorBest << "\n";


stream << "Iterations: " << o.getIterations() << "\n";


stream << "Function tested: " << o.getNFunctionTested() << "\n";*/

/*
{


for (std::list<LocalFinder>::iterator iter = o.population.begin();



iter != o.population.end(); iter++)


{



stream << *iter;


}


}


for (std::list<LocalFinder>::iterator iter = o.localMinima.begin();



iter != o.localMinima.end(); iter++)


{



stream << *iter;


}*/


return stream;

}

void GlobalFinder::evolvePopulation()

{


std::vector<LocalFinder>::iterator iter = population.begin();


for (;



iter != population.end(); iter++)


{



int start = iter->getIterations();



iter->evolve(nIterationBlock);



nFunctionTested += iter->getIterations() - start;


}

}

void GlobalFinder::selectBest()

{

//
double bestError = maxDouble();

//
int bestPopulation = -1;

/*
for (int count = 0; count < nPopulation; count++)


{



if (bestError > population[count].getError())



{




bestError = population[count].getError();




bestPopulation = count;



}


}


if (bestPopulation >= 0)


{



best = population[count].getBest();



errorBest = population[count].getError();


}*/

//
std::sort(population.begin(), population.end());


std::sort(population.begin(), population.end());


if (errorBest > population.begin()->getError()) lastImprovement=nIterations;


best = population.begin()->getBest();


errorBest = population.begin()->getError();

}

double GlobalFinder::distance(const Function f1, const Function f2)

{


double value = 0;


for (int count = 0; count < f1.getConstants().size(); count++)


{



value += pow((f1.getConstants()[count] - f2.getConstants()[count]),





2);


}


value = sqrt(value);


return value;

}

Function GlobalFinder::crossover(Function f1, Function f2)

{


Function f = f1;


std::vector<double> newConst(nConstants);


for (int count = 0; count < nConstants; count++)


{



newConst[count] = uniform(f1.getConstants()[count],

                                 f2.getConstants()[count]);


}


f.setConstants(newConst);


return f;

}

void GlobalFinder::createNewPopulation()

{


population.clear();


population.push_back(LocalFinder(best, *data));


while(population.size() < nPopulation)


{



Function newFunction;



double chance = uniform(0.0, 1.0);



if (survivors.size()>1 && chance < 0.7)



{




int fun1 = uniform(0, survivors.size()-1);




int fun2 = fun1;




while (fun1 == fun2)




{





fun2 = uniform(0, survivors.size()-1);




}




newFunction = crossover(survivors[fun1].getBest(),





survivors[fun2].getBest());



}



else



{




newFunction = init();



}



population.push_back(LocalFinder(newFunction, *data));


}

}

Function GlobalFinder::init()

{


std::vector<double> constants(nConstants);


for(int count = 0; count < nConstants; count++)


{



constants[count] = gauss() * 1000;


}


Function f = best;


f.setConstants(constants);


return f;

}

void GlobalFinder::selectSurvivors()

{


std::sort(population.begin(), population.end());


survivors = population;


survivors.resize(nSurvivors);

}

bool GlobalFinder::operator<(const GlobalFinder op2)

{

//
bool val = op2.getError()*pow(10, op2.getBest().countDepth())>

//

getError()*pow(10, op2.getBest().countDepth());


bool val = op2.getError()>



getError();


return val;

}

FamilyFinder.h

// FamilyFinder.h: interface for the FamilyFinder class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(FAMILYFINDER_H)

#define FAMILYFINDER_H

#if _MSC_VER > 1000

#pragma once

#endif // _MSC_VER > 1000

#include <vector>

#include "Function.h"

#include "GlobalFinder.h"

#include <iostream>

class DataSet;

class FamilyFinder  

{

public:


void setBranchMutation(bool newValue) { branchMutation = newValue;};


void setBaseMaxSin(int newValue) { baseMaxSin = newValue;};


void setBaseMaxExp(int newValue) { baseMaxExp = newValue;};


void setNPopulation(int n) { nPopulation = n;};


void setNSurvivors(int n) { nSurvivors = n;};


void setBaseMaxProf(int newValue) { baseMaxProf = newValue;};


void displayStatus();


void discardBest();


Function trascendentFunction(int prof, int nSin, int nExp);


FamilyFinder();


FamilyFinder(const DataSet &d);


virtual ~FamilyFinder();


void evolve(int iteration);


void setVerbose(const bool set) { verbose = set;} ;


Function algebricFunction(int prof);


int getNFunctionTested() const { return nFunctionTested;};


const Function& getBest() const {return best;};


double getError() const {return errorBest;};

//
int getIterations() const {return nIterations;};

//
int getNFunctionTested() const {return nFunctionTested;};

private:


Function mutateFunction(const Function &F);


int baseMaxProf;


int baseMaxExp;


int baseMaxSin;


Function imitateFunction(const Function &F);


Function algebricFunctionNoX(int prof);


Function algebricFunctionNoC(int prof);


void selectSurvivors();


void selectBest();


void evolvePopulation();


void createNewPopulation();


template <class X> void msg(X message) const { if (verbose) std::cout << "Family: " << message << std::endl;};


Function generateFunction( int prof, int nSin, int nExp);

// Parameters


int nPopulation;


int nSurvivors;


bool verbose;

// Data


const DataSet* data;

// State


std::vector<GlobalFinder> population;


std::vector<GlobalFinder> survivors;


Function best;


double errorBest;


int nIteration;


int nFunctionTested;

// Function generator parameters


double plusP;


double minusP;


double prodP;


double powerP;


double divP; // divP = 1 - sum of the four


double varP;


double constP; // = 1 - varP;


bool branchMutation;

};

#endif // !defined(FAMILYFINDER_H)

FamilyFinder.cpp

// FamilyFinder.cpp: implementation of the FamilyFinder class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "FamilyFinder.h"

#include "Random.h"

#include "Function.h"

#include <algorithm>

#include "assert.h"

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Construction/Destruction

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

FamilyFinder::FamilyFinder(const DataSet &d)

: population(0),

  survivors(0)

{

// Parameter defaults


nPopulation = 12;//100; //12


nSurvivors = 6;//50; //6


verbose = false;

// State initialization


nIteration = 0;


nFunctionTested=0;


errorBest = maxDouble();


data = &d;

// Function generator parameters

//
plusP = 0.25; minusP = 0.25; prodP = 0.25; powerP = 0.05; divP = 0.20;


plusP = 0.5; minusP = 0.1; prodP = 0.3; powerP = 0.03; divP = 0.07;


// 3 2 2 2 1


varP = 0.5; constP = 0.5;


baseMaxProf=5;


baseMaxSin=2;


baseMaxExp=2;


branchMutation = false;//true;

}

FamilyFinder::FamilyFinder()

{

}

FamilyFinder::~FamilyFinder()

{

}

void FamilyFinder::evolve(int iteration)

{


int lastIteration = nIteration + iteration;


for (; nIteration < lastIteration; nIteration++)


{



createNewPopulation();



evolvePopulation();



selectBest();



selectSurvivors();



msg("End of iteration");


}

}

void FamilyFinder::createNewPopulation()

{


msg("Creating new population");


population = survivors;


while (population.size() < nPopulation)


{



Function F;



double chance = uniform(0.0, 1.0);



if ((chance < 0.7)&&(survivors.size()>0))



{




int off = uniform(0, survivors.size());




assert (off<survivors.size());




F = mutateFunction(survivors[off].getBest());




population.push_back(GlobalFinder(F, *data));



}



else



{




int prof = uniform(1, baseMaxProf+1);




int nSin = uniform(0, baseMaxSin);




int nExp = uniform(0, baseMaxExp);




F = generateFunction(prof, nSin, nExp);




population.push_back(GlobalFinder(F, *data));



}



msg(population.back());


}


msg("Population created");

}

void FamilyFinder::evolvePopulation()

{


msg("Evolving population");


for (int count = 0; count < population.size(); count++)


{



int funTested = -population[count].getNFunctionTested();

//

std::cout << population[count].getBest();



population[count].evolve(10);



msg(population[count]);



funTested += population[count].getNFunctionTested();



nFunctionTested +=funTested;


}


msg("Population evolved");

}

void FamilyFinder::selectBest()

{

//
msg("Here!");


std::sort(population.begin(), population.end());


best = population.begin()->getBest();


errorBest = population.begin()->getError();

}

void FamilyFinder::selectSurvivors()

{


std::sort(population.begin(), population.end());


for (int count=1; count < population.size(); count++)


{



if (population[count].finished()) population.erase(population.begin()+count);


}


survivors = population;


survivors.resize(nSurvivors);

}

Function FamilyFinder::algebricFunction(int prof)

{


assert (prof>0);


if (prof == 1)


{



double prob = uniform(0.0, 1.0);



if (prob < constP)



{




return Function(1.0);



}



else



{




int nVar = uniform(0, data->getNVariables());




return Function(VAR, nVar);



}


}


else


{



int profA = uniform(1, prof);



int profB = prof - 1;



double prob = uniform(0.0, 1.0);



prob -= plusP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunction(profA) + algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= minusP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunction(profA) - algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= prodP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunction(profA) * algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= powerP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunctionNoC(profB) ^ Function(1.0));



}



{




return (algebricFunction(profA) / algebricFunctionNoC(profB));



}


}

}

Function FamilyFinder::algebricFunctionNoC(int prof)

{


assert (prof>0);


if (prof == 1)


{




int nVar = uniform(0, data->getNVariables());




return Function(VAR, nVar);


}


else


{



int profA = uniform(1, prof);



int profB = prof - 1;



double prob = uniform(0.0, 1.0);



prob -= plusP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunctionNoX(profA) + algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= minusP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunctionNoX(profA) - algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= prodP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunction(profA) * algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= powerP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunctionNoC(profB) ^ Function(1.0));



}



{




return (algebricFunctionNoX(profA) / algebricFunctionNoC(profB));



}


}

}

Function FamilyFinder::algebricFunctionNoX(int prof)

{


assert (prof>0);


if (prof == 1)


{



return Function(1.0);


}


else


{



int profA = uniform(1, prof);



int profB = prof - 1;



double prob = uniform(0.0, 1.0);



prob -= plusP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunctionNoX(profA) + algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= minusP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunctionNoX(profA) - algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= prodP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunction(profA) * algebricFunctionNoC(profB));



}



prob -= powerP;



if (prob<0)



{




return (algebricFunctionNoC(profB) ^ Function(1.0));



}



{




return (algebricFunctionNoX(profA) / algebricFunctionNoC(profB));



}


}

}

Function FamilyFinder::generateFunction(int prof, int nSin, int nExp)

{


if (nSin) return trascendentFunction(prof, nSin, nExp);


if (nExp) return trascendentFunction(prof, nSin, nExp);


return algebricFunction(prof);

}

Function FamilyFinder::trascendentFunction(int prof, int nSin, int nExp)

{


assert (prof>0 && nSin>=0 && nExp >=0);


if ((!nSin && !nExp) || prof==1) return algebricFunction(prof);


int prob=uniform(0, 2);


if (((nSin+nExp)==(prof+1))||(!prob))


{



int max = nSin + nExp;



prob=uniform(0, max);



Function F;



if (prob<nSin)



{




F=Function(SIN);




nSin--;



}



else



{




F=Function(EXP);




nExp--;



}



prof--;



return F(trascendentFunction(prof, 0, 0));


}


else


{



int profA = uniform(1, prof);



int profB = prof - 1;



double prob = uniform(0.0, 1.0);



prob -= plusP;



if (prob<0)



{




return (trascendentFunction(profA, nSin, nExp) + trascendentFunction(profB, nSin, nExp));



}



prob -= minusP;



if (prob<0)



{




return (trascendentFunction(profA, nSin, nExp) - trascendentFunction(profB, nSin, nExp));



}



prob -= prodP;



if (prob<0)



{




return (trascendentFunction(profA, nSin, nExp) * trascendentFunction(profB, nSin, nExp));



}



{




return (trascendentFunction(profA, nSin, nExp) / trascendentFunction(profB, nSin, nExp));



}


}}

Function FamilyFinder::imitateFunction(const Function &F)

{


int depth = F.countDepth();


int min=1;


if (depth>2) min=depth -1;


else if (depth>1) min=depth -1;


int prof = uniform(min, depth+2);


int nSin = uniform(0, F.countOccurrences(SIN)+1);


int nExp = uniform(0, F.countOccurrences(EXP)+1);


return generateFunction(prof, nSin, nExp);

}

void FamilyFinder::discardBest()

{


population.erase(population.begin());


selectSurvivors();


selectBest();

}

void FamilyFinder::displayStatus()

{

}

Function FamilyFinder::mutateFunction(const Function &F)

{


if (branchMutation)


{


double prob=uniform(0.0, 1.0);


prob-=0.3;


if (prob<0) return (F+imitateFunction(F));


prob-=0.2;


if (prob<0) return (F.getSubtree(1)+imitateFunction(F));


prob-=0.2;


if (prob<0) return (F.getSubtree(2)+imitateFunction(F));


prob-=0.2;


if (prob<0) return (F*imitateFunction(F));


prob-=0.1;


if (prob<0) return (F.getSubtree(1)*imitateFunction(F));


prob-=0.1;


if (prob<0) return (F.getSubtree(2)*imitateFunction(F));

/*
prob-=0.025;


if (prob<0) return (F^1);


prob-=0.0125;


if (prob<0) return (F.getSubtree(1));


prob-=0.0125;


if (prob<0) return (F.getSubtree(2));*/

//
prob-=0.2;

//
if (prob<0) return (1.0*F);

//
prob-=0.4;

//
if (prob<0) return imitateFunction(F);


}


return imitateFunction(F);

}

Regr.cpp

//  Regressione.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  9 February 2000

//

//  Interaction with user

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include <iostream>

#include <fstream>

#include <cmath>

#include <time.h>

#include <vector>

using namespace std;

#include "Function.h"

#include "PointsDataSet.h"

#include "LocalFinder.h"

#include "GlobalFinder.h"

#include "FamilyFinder.h"

#include "Random.h"

#include <sys/timeb.h>

#include <time.h>

struct _timeb start, end;

void startCounter()

{


_ftime( &start );

}

int endCounter()

{


_ftime( &end );


int sec = end.time - start.time;


sec*=1000;


sec+=end.millitm - start.millitm;


return sec;

}

const maxVar = 1;

//const numPoints = 10;

int main(int argc, char *argv[ ])

{


cout << "Regr: a symbolic regression program" << endl;


cout << "by Gabriele Carcassi ver 0.1" << endl;


cout << "-----------------------------------" << endl << endl;


double maxError;


char name[100];


PointsDataSet data(maxVar);


if (argc<3)


{



maxError=0;


}


else


{



maxError=atof(argv[2]);


}


if (argc<2)


{



cout << "Input name of file:" << endl;



cin.getline(name, 100);



fstream file(name);



file >> data;


}


else


{



fstream file(argv[1]);



file >> data;


}


cout << "Data acquired:" << endl;

//
cout << data;


int totalTime=0;


int totalFunctionTested=0;


int totalGenerations=0;


int nTests=20;


int nFound=0;


int minTime=360000;


int maxTime=0;


for (int test=0; test<nTests; test++)


{


startCounter();


srand(test+10);


FamilyFinder f(data);


f.setBaseMaxProf(3);


f.setNPopulation(30);


f.setNSurvivors(6);


f.setBranchMutation(false);

//
f.setVerbose(true);


for (int count=0; count<50; count++)


{



f.evolve(1);



cout << f.getBest() << " " << f.getError() << endl;



if (f.getError()<maxError)



{




int msec=endCounter();




int nFunctions=f.getNFunctionTested();




totalTime+=msec;




totalFunctionTested+=nFunctions;




totalGenerations+=count+1;




cout << "Seed " << test << endl;




cout << f.getBest() << " " << f.getError() << endl;




cout << "Generation " << count+1 << endl;





cout << "Functions " << nFunctions << endl;





cout << "Time " << msec/1000.0 << endl;





nFound++;




if (minTime>msec) minTime=msec;




if (maxTime<msec) maxTime=msec;




break;



}


}


if (count==50)



cout << "Not found!" << endl;


}


cout << endl;


cout << "Total" << endl;


cout << "Mean generation " << ((double) totalGenerations)/nFound << endl;


cout << "Mean n functions tested " << (totalFunctionTested)/nFound << endl;


cout << "Mean time " << (totalTime/1000.0)/nFound << endl;


cout << "Max time: " << maxTime/1000.0 << " Min time: " << minTime/1000.0 << endl;


cout << "Found " << nFound << " out of " << nTests << endl;


cout << nFound*100.0/nTests << "% success" << endl;


return 0;

}

Physics.cpp

//  Physics.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  23 May 2000

//

//  Interaction with user

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include <iostream>

#include <strstream>

#include <fstream>

#include <cmath>

#include <time.h>

#include <vector>

#include <conio.h>

using namespace std;

#include "Function.h"

#include "SeriesDataSet.h"

#include "LocalFinder.h"

#include "GlobalFinder.h"

#include "FamilyFinder.h"

#include "Random.h"

const maxVar = 2;

const numPoints = 10;

#include "PhysicsDataSet.h"

int main(int argc, char *argv[ ])

{


cout << "Physics: a symbolic regression program" << endl;


cout << "by Gabriele Carcassi ver 0.1" << endl;


cout << "--------------------------------------" << endl << endl;


char name[100];


PhysicsDataSet data(1);


if (argc<2)


{



cout << "Input name of file:" << endl;



cin.getline(name, 100);



fstream file(name);



file >> data;


}


else


{



fstream file(argv[1]);



file >> data;


}


cout << "Data acquired:" << endl;


cout << data;


int count;


char wait;


srand(3);


cout << "Starting regression..." << endl;


FamilyFinder f(data);


f.setBaseMaxProf(3);


f.setNPopulation(30);


f.setNSurvivors(6);


f.setBranchMutation(false);

//
f.setVerbose(true);


for (count=0; count<5000; count++)


{



f.evolve(1);



cout << f.getBest() << " " << f.getError() << endl;


}


cin >> wait;


return 0;

}

PhysicsDataSet.h

// PhysicsDataSet.h: interface for the PhysicsDataSet class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#if !defined(AFX_PHYSICSDATASET_H__010A55C5_3092_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_)

#define AFX_PHYSICSDATASET_H__010A55C5_3092_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_

#if _MSC_VER > 1000

#pragma once

#endif // _MSC_VER > 1000

#include "PointsDataSet.h"

class PhysicsDataSet : public PointsDataSet  

{

public:


double error(Function &f) const;


PhysicsDataSet(int nVar=1);


virtual ~PhysicsDataSet();


void addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP);

private:


void calculateSignalPower();


double signalPower;

};

#endif // !defined(AFX_PHYSICSDATASET_H__010A55C5_3092_11D4_89A8_00C0DFEF44DE__INCLUDED_)

PhysicsDataSet.cpp

// PhysicsDataSet.cpp: implementation of the PhysicsDataSet class.

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "PhysicsDataSet.h"

#include "Function.h"

#include <cmath>

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Construction/Destruction

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

PhysicsDataSet::PhysicsDataSet(int nVar) :


PointsDataSet(nVar)

{


signalPower=-1;

}

PhysicsDataSet::~PhysicsDataSet()

{

}

double PhysicsDataSet::error(Function &f) const

{


double result=0;


double complexity;


complexity= 2*f.countOccurrences(VAR)+



1*f.countOccurrences(ADD) +



1.1*f.countOccurrences(SUB) +



1.25*f.countOccurrences(MUL) +



1.35*f.countOccurrences(DIV) +



1.5*f.countOccurrences(POW) +



1.75*f.countOccurrences(SIN) +



1.75*f.countOccurrences(COS) +



2*f.countOccurrences(EXP);


complexity/=100;


complexity*=signalPower;


for (int count=0; count<x.size(); count++)


{



result +=pow((f(*x[count])-y[count]),2);


}


result/=x.size();


result=sqrt(result);

//
std::cout << " " << complexity << " " << result << std::endl;


return result+complexity;

}

void PhysicsDataSet::calculateSignalPower()

{


double result=0;


for (int count=0; count<y.size(); count++)


{



result+=(y[count])*(y[count]);


}


result/=x.size();


result=sqrt(result);


signalPower=result;

}

void PhysicsDataSet::addPoint(const std::vector<double> &xP, const double yP)

{


signalPower=-1;


PointsDataSet::addPoint(xP, yP);


if (signalPower<0) calculateSignalPower();

}

IQTest.cpp

//  IQTest.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  15 May 2000

//

//  IQ test series Ver. 0.2

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// C library

#include <iostream>

#include <strstream>

#include <fstream>

#include <vector>

using namespace std;

// Regression library

#include "Function.h"

#include "SeriesDataSet.h"

#include "FamilyFinder.h"

const maxVar = 2;

const numPoints = 10;

void testSeries();

const int nIterations=500;

const int nProf=1;

const int nPopulation=12;

const int nSurvivors=6;

/*

// English

char askSeries[]="Tell me the series: ";

char starting[]="Let's see... ";

char found[]="Got it!";

char notFound[]="I don't think this is right...";

char report1[]="I'd countinue like this: ";

char report2[]="The function I've found is ";

char report3[]=" in which: ";

char table1[]="x0 is the position of the sample\n";

char table2[]="x1 is the previous sample\n";

char table3[]="x2 is the sample two steps before\n";

char again[]="Would you like to try another series?";

char yes='y';

*/

// Italian

char askSeries[]="Dimmi la serie: ";

char starting[]="Vediamo un po'... ";

char found[]="Ecco!";

char notFound[]="Dubito che sia giusta...";

char report1[]="La continuerei cosi': ";

char report2[]="La funzione che ho trovato e' ";

char report3[]=" in cui: ";

char table1[]="x0 e' la posizione del campione\n";

char table2[]="x1 e' il campione precedente\n";

char table3[]="x2 e' il campione due passi prima\n";

char again[]="Vuoi provare un'altra serie?";

char yes='s';

int main()

{


bool exit = false;


cout << "IQSolver by Gabriele Carcassi ver 0.2" << endl;


cout << "-------------------------------------" << endl;


while (!exit)


{


cout << endl;


testSeries();


cout << endl << again << endl;


char a[10];


cin.getline(a,10);


if (a[0]!=yes) exit=true;


}


return 0;

}

void testSeries()

{

// Asks series and stores it in SeriesDataSet object


SeriesDataSet data(maxVar, true);


cout << askSeries;


char series[100];


strstream temp;


cin.getline(series, 100);


temp << series;


temp << " ";


temp >> data;

// Initializes the regression family finder


srand(3);


FamilyFinder f(data);


f.setBaseMaxProf(nProf);


f.setNPopulation(nPopulation);


f.setNSurvivors(nSurvivors);


f.setBranchMutation(false);


cout << starting;

// Algorythm evolution


for (int count=1; count<=nIterations; count++)


{



f.evolve(1);



if ((count%100)==0) cout << "hhmmm... ";



if (f.getError()==0)



{




double pred = data.predictor(3, f.getBest());




int round = pred;




if ((pred - round)>0.00001)




{





f.discardBest();




}




else




{

// Finds a function when the error is 0 and the 3 step prediction is integer




cout << found << endl << endl;




break;




}



}


}


if (count > nIterations)


{




cout << endl << notFound << endl;


}

// Reports the prediction and the function


cout << report1;


cout << data.predictor(1, f.getBest());


cout << " ";


cout << data.predictor(2, f.getBest());


cout << " ";


cout << data.predictor(3, f.getBest());


cout << " ..." << endl;


cout << report2 << f.getBest();


cout << report3 << endl;


if (f.getBest().countOccurrences(VAR, 0)) cout << table1;


if (f.getBest().countOccurrences(VAR, 1)) cout << table2;


if (f.getBest().countOccurrences(VAR, 2)) cout << table3;

}

TestSeries.cpp

//  TestSeries.cpp

//

//
Gabriele Carcassi

//  9 February 2000

//

//  Interaction with user

//

//////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include <iostream>

#include <strstream>

#include <fstream>

#include <cmath>

#include <time.h>

#include <vector>

using namespace std;

#include "Function.h"

#include "SeriesDataSet.h"

#include "StockDataSet.h"

#include "LocalFinder.h"

#include "GlobalFinder.h"

#include "FamilyFinder.h"

#include "Random.h"

const maxVar = 1;

const numPoints = 10;

int main(int argc, char *argv[ ])

{


cout << "Series: a symbolic regression program" << endl;


cout << "by Gabriele Carcassi ver 0.1" << endl;


cout << "-------------------------------------" << endl << endl;


char name[100];


SeriesDataSet data(2);


if (argc<2)


{



cout << "Input name of file:" << endl;



cin.getline(name, 100);



fstream file(name);



file >> data;



file.close();


}


else


{



fstream file(argv[1]);



cout << argv[1];



file >> data;



file.close();


}


cout << "Data acquired:" << endl;


cout << data;


int nIter;


int seed;


cout << "How many iterations?" << endl;


cin >> nIter;


cout << "Seed?" << endl;


cin >> seed;


srand(seed);


FamilyFinder f(data);


f.setNPopulation(100);


f.setBaseMaxProf(3);


f.setNSurvivors(15);


f.setBaseMaxSin(0);


f.setBaseMaxExp(0);


f.setBranchMutation(true);

//
f.setVerbose(true);


for (int count=0; count<nIter; count++)


{



f.evolve(1);


cout << f.getBest() << " " << f.getError() << endl;


}


fstream pred1("pred1.txt", ios::out);


fstream pred2("pred2.txt", ios::out);


for (count=0; count<data.nSamples(); count++)


{



pred1 << data.predictor(1, f.getBest(), count) << ", ";



pred2 << data.predictor(2, f.getBest(), count) << ", ";


}


pred1.close();


pred2.close();


char wait;


cin >> wait;


return 0;

}
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Figura � STYLEREF 1 \s �2��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �1� Interpolazione tramite linea spezzata
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Figura � STYLEREF 1 \s �2��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �4� Rappresentazione ad albero della funzione ax+b





Figura � STYLEREF 1 \s �2��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �2� Tipi diversi di distanze per il calcolo del residuo





Figura � STYLEREF 1 \s �2��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �3� Valore del residuo nello spazio dei parametri





Figura � STYLEREF 1 \s �2��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �4� Rappresentazione del residuo in caso di più minimi locali





Figura � STYLEREF 1 \s �6��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �1� Nella figura di sinistra è visualizzata la legge trovata dal programma con la funzione di fitness completa, mentre a destra una legge più aderente ai dati. Data la minima differenza, l’algoritmo sceglie la prima, data la sua espressione è più semplice.





Figura � STYLEREF 1 \s �6��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �3� Terza legge di Keplero "riscoperta" dal nostro algoritmo





Figura � STYLEREF 1 \s �6��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �2� Legge di Boyle sui gas PV=k, individuata dal nostro algoritmo dai dati originali





Figura � STYLEREF 1 \s �6��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �4� Legge sperimentale che lega la diffusività di un gas con la temperatura
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parametro





Figura � STYLEREF 1 \s �4��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �5� Operatore di crossover sui parametri: in nero sono visualizzate le parametrizzazioni di partenza ed in bianco quella di arrivo.





Figura � STYLEREF 1 \s �4��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �4� Operatore di ricerca in una direzione: dalle prime due parametrizzazioni ne vengono costruite altre sulla stessa linea e alla stessa distanza. Nel momento in cui la direzione di miglioramento si esaurisce, si prova anche la metà della distanza.
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Figura � STYLEREF 1 \s �4��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �1� Rappresentazione ad albero della funzione ax+b
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Figura � STYLEREF 1 \s �1��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �1� Scopo di questo lavoro è di trovare una funzione che colga l'andamento di una serie di dati





Figura � STYLEREF 1 \s �4��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �2� Estrazione di un sotto-albero
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Figura � STYLEREF 1 \s �4��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �3� Trasformazione dell’albero della funzione ax+b in un albero completo
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Figura � STYLEREF 1 \s �6��� SEQ Figura \* ARABIC \s 1 �5� Velocità massima raggiunta da alcune sferette di varie dimensioni mentre cadono nell’aria ad una pressione ridotta








� Utilizziamo sempre le distanze verticali, in quanto il calcolo delle distanze ortogonali per una funzione non lineare risulta ancora più complesso. Infatti, esiste più di un tratto perpendicolare congiungente la curva al punto, e si dovrebbe prendere il minimo.


� Utilizziamo solo gli operatori binari per semplificare il calcolo


� Quando stavamo trattando il caso monovariabile, questo operatore era più ricco in quanto analizzava la ricorrenza di tutti gli operatori, anche quelli algebrici. Nel passaggio al caso multivariabile si è notata una degradazione delle prestazioni, probabilmente dovuta al fatto che non si teneva traccia delle variabili sui quali gli operatori operavano. Si è preferito semplificare l’operatore di mutazione, invece di renderlo molto sofisticato, sempre per tenere semplice l’algoritmo che opera sulla forma.


� Un modello autoregressivo predice l’andamento di una serie dai soli valori passati.
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